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Uvod
Teorija dimenzije je grana topologije koja se bavi definiranjem i proucˇavanjem
pojma dimenzije u razlicˇitim klasama topolosˇkih prostora. U ovom radu de-
finirat c´emo i proucˇavati malu induktivnu dimenziju ind, veliku induktivnu
dimenziju Ind i dimenziju pokrivanja dim. O egzaktnoj definiciji dimen-
zije prostora matematicˇari su pocˇeli razmiˇsljati pocˇetkom prosˇlog stoljec´a.
Prve radove o dimenziji napisali su 1911. i 1912. godine Brouwer, Lebe-
sgue i Poincare´. Odlucˇujuc´i korak k definiranju dimenzije ucˇinio je Poincare´
1903. godine, kada je uocˇio da je pojam dimenzije vezan uz pojam sepa-
racije i da se mozˇe definirati induktivno. On je privukao pozornost na jed-
nostavnu cˇinjenicu da se tijela mogu separirati plohama, plohe pravcima, i
pravci tocˇkama. Medutim, Poincare´ nije uspio svoje vazˇne ideje precizno de-
finirati prije svoje smrti 1912. godine. Brouwer, u svom radu 1913. godine,
u svrhu dokazivanja da euklidski prostori Rn i Rm nisu homeomorfni, kad
god je m 6= n, koristi svoju definiciju dimenzije. Danas, Browerova definicija
dimenzije podudara se s definicijom velike induktivne dimenzije u klasi lo-
kalno povezanih potpuno metrizabilnih prostora. Sustavna teorija dimenzije
pocˇela se razvijati ranih dvadesetih godina, i intenzivno nastavila svoj razvoj
kroz sljedec´ih petnaestak godina. U tom periodu, uglavnom se proucˇavao
pojam dimenzije u klasi separabilih metrizabilnih prostora. Definiciju male
induktivne dimenzije formulirao je, 1922. godine, Urysohn, a nedugo za-
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tim, i Menger, 1923. godine. U svojim radovima bavili su se proucˇavanjem
male induktivne dimenzije u klasi kompaktnih metrizabilnih prostora. Za
poopc´enje teorije na klasu separabilnih metrizabilnih prostora zasluzˇni su
Hurewicz i Tumarkin. Veliku induktivnu dimenziju definirao je Cˇech 1931.
godine. Cˇech je, takoder, definirao i dimenziju pokrivanja 1933. godine. Iako
razlicˇito definirane, mala induktivna dimenzija, velika induktivna dimenzija
i dimenzija pokrivanja podudaraju se u klasi separabilnih metrizabilnih pros-
tora. Jednakost velike induktivne dimenzije i dimenzije pokrivanja u klasi
separabilnih metrizabilnih prostora dokazao je Hurewicz, dok su jednakost
male induktivne dimenzije i velike induktivne dimenzije u klasi kompaktnih
metrizabilnih prostora dokazali Menger, 1924. godine, i Urysohn, 1926. go-
dine. Jednakost male induktivne dimenzije i velike induktivne dimenzije u
klasi separabilnih metrizabilnih prostora dokazali su Tumarkin, 1926. godine,
i Hurewicz, 1927. godine. Novi pocˇetak teorija dimenzije imala je pedesetih
godina prosˇlog stoljec´a, kada je otkriveno da se mnogi rezultati dokazani za
separabilne metrizabilne prostore mogu prosˇiriti na opc´enitije klase prostora.
U klasi metrizabilnih prostora podudaraju se velika induktivna dimenzija i
dimenzija pokrivanja. Ovaj rezultat dokazali su, neovisno jedan o drugom,
Kateˇtov 1952. i Morita 1954. godine.
Dimenzija topolosˇkog prostora je generalizacija dimenzije euklidskog pros-
tora Rn, pa je logicˇno za ocˇekivati da je mala induktivna dimenzija, velika
induktivna dimenzija i dimenzija pokrivanja euklidskog prostora Rn jednaka
n. Jednakosti dimRn = n i IndRn = n dokazao je Brouwer, a jednakost
indRn = n dokazali su Menger, 1924. godine, i Urysohn, 1925. godine.
Sam diplomski rad podijeljen je u pet poglavlja. U prvom poglavlju defini-
ramo malu induktivnu dimenziju i detaljno proucˇavamo njena svojstva. U pr-
vom odjeljku navodimo i dokazujemo osnovna svojstva male induktive dimen-
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zije. Posebno dokazujemo monotonost male induktivne dimenzije (Teorem
1.6), te da je mala induktivna dimenzija topolosˇka invarijanta u klasi regular-
nih prostora (Teorem 1.4). U drugom odjeljku proucˇavamo 0-dimenzionalne
prostore. U posljednjem odjeljku navodimo i dokazujemo neke vazˇne teoreme
o maloj induktivnoj dimenziji u klasi separabilnih metrizabilnih prostora, kao
sˇto su Teorem sume (Teorem 1.32), Teoremi dekompozicije (Teorem 1.33 i
Teorem 1.34), Teorem o produktu (Teorem 1.40), te Teoremi separacije (Te-
orem 1.37 i Teorem 1.38). U drugom poglavlju definiramo veliku induktivnu
dimenziju i proucˇavmo njena osnovna svojstva. Posebno dokazujemo da je
velika induktivna dimenzija topolosˇka invarijanta u klasi normalnih prostora
(Teorem 2.3). U trec´em poglavlju bavimo se dimenzijom pokrivanja. U
prvom odjeljku proucˇavamo osnovna svojstva dimenzije pokrivanja, te doka-
zujemo da je dimenzija pokrivanja topolosˇka invarijanta u klasi normalnih
prostora (Teorem 3.4). U drugom odjeljku dokazujemo Teorem sume za di-
menziju pokrivanja (Teorem 3.22). U trec´em odjeljku proucˇavamo dimenziju
pokrivanja u klasi kompaktnih metrizabilnih prostora. U cˇetvrtom poglavlju
bavimo se relacijama izmedu prethodno definiranih dimenzija, te dokazujemo
Teorem kompaktifikacije (Teorem 4.16). Posebno dokazujemo jednakost svih
triju dimenzija u klasi separabilnih metrizabilnih prostora (Teorem 4.21), te
jednakost velike induktivne dimenzije i dimenzije pokrivanja u klasi metri-
zabilnih prostora (Teorem 4.28). U posljednjem poglavlju dokazujemo da je
dimenzija euklidskog prostora Rn jednaka n, bilo da se radi o velikoj ili maloj
induktivnoj dimenziji, ili dimenziji pokrivanja (Teorem 5.5).
Napominjemo da su posljednih desetljec´a definirane nove dimenzije za
razlicˇite klase topolosˇkih prostora poput kohomolosˇke dimenzije, dimenzije
prosˇirenja i asimptotske dimenzije. Time teorija dimenzije ostaje i dalje vrlo
propulzivna topolosˇka grana.
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Poglavlje 1
Mala induktivna dimenzija
1.1 Definicija i osnovna svojstva
U ovom poglavlju c´emo uvesti pojam male induktivne dimenzije i pokazati
neka osnovna svojstva. Najprije c´emo dokazati da je mala induktivna di-
menzija topolosˇka invarijanta, te da je definicija uskladena s relacijom ”biti
potprostor”, tj. da je mala induktivna dimenzija potprostora uvijek manja ili
jednaka maloj induktivnoj dimenziji prostora. Naposljetku uvodimo pojam
separatora i pokazujemo na koji je nacˇin povezan s pojmom male induktivne
dimenzije.
Pojam male induktivne dimenzije definira se za regularne (ili T3) prostore.
Za topolosˇki prostor X kazˇemo da je regularan ili T3 prostor ako je X T1
prostor i svaka tocˇka x ∈ X i zatvoren skup A ⊆ X takav da x /∈ A imaju
diskjunktne okoline. Za topolosˇki prostor X kazˇemo da je T1 prostor ako za
svaki par razlicˇitih tocˇaka x, y ∈ X svaka od njih ima okolinu koja ne sadrzˇi
onu drugu tocˇku.
Definicija 1.1 Neka je X regularan prostor. Mala induktivna dimenzija
(ili Menger-Urysohnova dimenzija) od X, u oznaci indX, je element skupa
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{−1, 0} ∪ N ∪ {∞} takav da vrijedi:
(MU1) indX = −1, ako i samo ako je X = ∅
(MU2) indX ≤ n , za n ∈ N∪ {0}, ako, za svaku tocˇku x ∈ X i svaku okolinu
V ⊆ X tocˇke x, postoji otvoren skup U ⊆ X takav da je
x ∈ U ⊆ V i indFrU ≤ n− 1,
(MU3) indX = n, ako je indX ≤ n i indX > n−1, tj. ne vrijedi indX ≤ n−1,
(MU4) indX =∞, ako je indX > n, za svaki n ∈ N ∪ {−1, 0}.
Primjer 1.2 (i) Neka je X neprazan diskretan topolosˇki prostor, tj. neka
je svaki podskup U ⊆ X otvoren u X. Tada je indX = 0. Naime, za
svaku tocˇku x ∈ X i proizvoljnu okolinu V ⊆ X od x, {x} je otvoren
podskup od X za koji vrijedi x ∈ {x} ⊆ V i indFr{x} = ind(Cl{x} \
Int{x}) = ind∅ = −1.
(ii) Vrijedi indR ≤ 1, gdje je R euklidski prostor. Doista, neka je x ∈
R proizvoljna tocˇka i V ⊆ R proizvoljna okolina od x. Tada postoji
otvoren podskup U od R takav da je x ∈ U ⊆ V i FrU = {y, z},
gdje su y, z ∈ R. Potprostor FrU euklidskog prostora R ima diskretnu
topologiju, pa je , po (i) indFrU = 0. Dakle, indR ≤ 1.
(iii) Vrijedi indS1 ≤ 1, gdje je S1 jedinicˇna kruzˇnica u euklidskom prostoru
R2. Kao i u (ii), za svaku tocˇku x ∈ S1, i proizvoljnu okolinu V ⊆ S1
od x, postoji otvoren podskup U od S1 takav da je x ∈ U ⊆ V i FrU =
{y, z}, gdje su y, z ∈ S1. Odavde slijedi indS1 ≤ 1.
Pretpostavljamo da za svaki cijeli broj n vrijedi n < ∞, n +∞ = ∞ + n =
∞+∞ =∞
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Lema 1.3 Neka su X i Y homeomorfni regularni prostori i neka je indX ∈
N ∪ {−1, 0}. Tada je indY ≤ indX.
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n = indX ∈ N∪{−1, 0}. Pretpos-
tavimo da je indX = −1. Tada je X = ∅, a kako je Y homeomorfan X, to
je Y = ∅ pa je indY = −1.
Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za svaki regularan prostor male
induktivne dimenzije strogo manje od n ≥ 0 i neka je indX = n. Dokazˇimo
da je indY ≤ n. Neka je f : X → Y homeomorfizam , y ∈ Y proizvoljna
tocˇka u Y i V ⊆ Y po volji odabrana okolina od y. Tada je f−1(V ) ⊆ X
okolina od f−1(y). Kako je indX = n, to postoji otvoren skup W ⊆ X takav
da
f−1(y) ∈ W ⊆ f−1(V ) i indFrW ≤ n− 1.
Sada je U := f(W ) ⊆ Y otvoren podskup od Y za koji vrijedi y ∈ U =
f(W ) ⊆ f(f−1(V )) = V . Kako je f∣∣FrW : FrW → FrU homeomorfizam
i indFrW ≤ n − 1, po pretpostavci indukcije je indFrU ≤ n − 1. Dakle,
indY ≤ n = indX.
Teorem 1.4 Mala induktivna dimenzija je topolosˇka invarijanta u klasi re-
gularnih prostora.
Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni regularni prostori. Ako je indX ∈
N∪{−1, 0}, onda je po prethodnoj lemi indY ≤ indX. Sada je ocˇito indY ∈
N∪{−1, 0}, pa je, po prethodnoj lemi, indX ≤ indY , odnosno indX = indY .
Pretpostavimo sada da je indX =∞ i dokazˇimo da je indY =∞. Kada
bi vrijedilo indY = n < ∞, onda bi, po prethodno dokazanom, slijedilo
indX = indY = n. Dakle, indY =∞ = indX.
Svaki potprostor regularnog prostora je regularan prostor, pa ima smisla
promatrati malu induktivnu dimenziju za potprostore regularnog prostora.
3
Poglavlje 1. Mala induktivna dimenzija
Napomena 1.5 Neka je M potprostor topolosˇkog prostora X i U ⊆M otvo-
reni podskup od M . Tada, po definiciji potprostorne topologije, postoji otvo-
reni skup U1 ⊆ X takav da je U = M ∩ U1. Za granicu skupa U u prostoru
M vrijedi:
FrMU = ClMU ∩ ClM (M \ U) = (ClU ∩M) ∩ [Cl (M \ U) ∩M ] =
= ClU ∩ Cl (M \ U1) ∩M ⊆ ClU1 ∩ Cl (X \ U1) ∩X =
ClU1 ∩ Cl (X \ U1) = FrU1
Teorem 1.6 (Teorem o potprostoru) Za svaki potprostor M regularnog
prostora X vrijedi indM ≤ indX.
Dokaz. Neka je M ⊆ X potprostor regularnog prostora X. Pretpostavimo
da je indX =∞. Tada je ocˇito indM ≤ indX.
Pretpostavimo da je indX = n ∈ N ∪ {−1, 0}. U ovom slucˇaju dokaz provo-
dimo indukcijom po n = indX.
Neka je indX = −1. Tada je X = ∅, pa je i M = ∅, odnosno indM = −1 ≤
indX.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za svaki prostor male induktivne
dimenzije strogo manje od n ≥ 0 i neka je indX = n. Neka je M ⊆ X
potprostor od X, x ∈ M proizvoljna tocˇka i V ⊆ M po volji odabrana oko-
lina tocˇke x u M . Tada postoji okolina V1 ⊆ X tocˇke x u X takva da je
V = M ∩ V1. Kako je indX = n, to postoji otvoren podskup U1 ⊆ X od
X takav da je x ∈ U1 ⊆ V1 i indFrU1 ≤ n − 1. Sada, za otvoreni podskup
U := M ∩ U1 od M , vrijedi x ∈ U = M ∩ U1 ⊆M ∩ V1 = V . Po prethodnoj
napomeni je FrMU ⊆ FrU1. Kako je indFrU1 ≤ n−1, to je, po pretpostavci
indukcije, indFrMU ≤ indFrU1 ≤ n− 1. Dakle, indM ≤ n = indX.
Primjer 1.7 (i) Vrijedi indSn ≤ n, za svaki n ∈ N, gdje je Sn jedinicˇna
sfera u euklidskom prostoru Rn+1. Tvrdnju smo dokazali za n = 1
4
Poglavlje 1. Mala induktivna dimenzija
u Primjeru 1.2. Pretpostavimo da vrijedi indSk ≤ k, za svaki k ∈
{1, . . . , n − 1},n > 1. Za svaku tocˇku x ∈ Sn i svaku okolinu V ⊆ Sn
tocˇke x, postoji otvoren skup U ⊆ Sn, takav da je x ∈ U ⊆ V i FrU
homeomorfan Sn−1. Po pretpostavci, vrijedi indSn−1 ≤ n − 1. Po
Teoremu 1.4, vrijedi indFrU = indSn−1 ≤ n− 1. Dakle, indSn ≤ n.
(ii) Vrijedi indRn ≤ n, za svaki n ∈ N, gdje je Rn euklidski prostor. Za
svaku tocˇku x ∈ Rn i svaku okolinu V ⊆ Rn tocˇke x, postoji otvoren
podskup U prostora Rn, takav da je x ∈ U ⊆ V i FrU homeomor-
fan Sn−1. Po (i) vrijedi indSn−1 ≤ n − 1. Po Teoremu 1.4, vrijedi
indFrU = indSn−1 ≤ n− 1. Dakle, indRn ≤ n, za svaki n ∈ N.
Ako je indX = n, prirodno se namec´e pitanje da li postoje potprostori od
X dimenzije k za neki k ≤ n. Takvi potprostori postoje, i sˇtoviˇse, za svaki
0 ≤ k ≤ n, postoji zatvoren potprostor M ⊆ X takav da je indM = k. O
tome govori sljedec´i teorem:
Teorem 1.8 Neka je X regularan prostor i indX = n ∈ N. Tada, za svaki
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, postoji zatvoren potprostor Mk ⊆ X od X takav da je
indMk = k.
Dokaz. Primjetimo da je dovoljno pokazati da postoji zatvoren potprostor
M ⊆ X takav da je indM = n− 1.
Kako je indX > n − 1, to postoji tocˇka x ∈ X i okolina V ⊆ X tocˇke
x takva da, za svaki otvoreni skup U ⊆ X takav da je x ∈ U ⊆ V , vrijedi
indFrU > n − 2. S druge strane, jer je indX ≤ n, to postoji otvoren
skup W ⊆ X takav da je x ∈ W ⊆ V i indFrW ≤ n − 1. Odavde slijedi
n− 1 ≥ indFrW > n− 2, pa je indFrW = n− 1. Sada, za zatvoreni skup
M := FrW , vrijedi indM = n− 1.
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Napomena 1.9 Neka je U ⊆ X podskup topolosˇkog prostora X. Ako za
otvoreni skup V ⊆ X vrijedi V ∩ ClU 6= ∅, onda je V ∩ U 6= ∅. Doista,
pretpostavimo da postoji x ∈ V ∩ ClU . Tada je V otvorena okolina tocˇke
x ∈ ClU , pa, po karakterizaciji zatvorenja, vrijedi V ∩ U 6= ∅.
Sada c´emo uvesti pojam separatora skupova i pokazati kako pomoc´u tog
pojma mozˇemo karakterizirati nejednakost indX ≤ n ≥ 0.
Definicija 1.10 Neka je X topolosˇki prostor i A,B ⊆ X par disjunktnih
podskupova od X. Za skup L ⊆ X kazˇemo da je separator skupova A i B (ili
da separira A i B) ako postoje otvoreni podskupovi U,W ⊆ X prostora X
takvi da vrijedi:
A ⊆ U, B ⊆ W, U ∩W = ∅ i X \ L = U ∪W
Napomena 1.11 Neka je L ⊆ X separator skupova A,B ⊆ X. Tada je L
zatvoren podskup od X.
Ako je A = {x} za neki x ∈ X \B, onda kazˇemo da je L separator tocˇke
x i skupa B. Ako je uz to i B = {y} za neki y ∈ X \ {x}, onda kazˇemo da
je L separator tocˇaka x i y.
Nadalje, ako su U,W ⊆ X otvoreni skupovi u X takvi da je
A ⊆ U, B ⊆ W, U ∩W = ∅ i X \ L = U ∪W,
onda je FrU, FrW ⊆ L. Naime, kako je FrU = ClU \IntU = ClU \U , to je
FrU ∩U = ∅. Nadalje, kako je FrU ⊆ ClU i U ∩W = ∅, to je, po Napomeni
1.9, ∅ = W ∩ClU ⊃ W ∩FrU . Odavde slijedi da je FrU ∩ (U ∪W ) = ∅, tj.
FrU ⊆ L. Slicˇno se pokazˇe FrW ⊆ L.
Prisjetimo se da za topolosˇki prostor X kazˇemo da je normalan (ili T4) pros-
tor, ako je X T1 prostor i ako svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova
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A,B ⊆ X ima par disjunktnih okolina. Primjetimo da je uvjet normal-
nosti ekvivalentan tome da za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova
A,B ⊆ X postoji separator L skupova A i B. Nadalje, za T1 prostor X su
sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
(i) X je normalan prostor.
(ii) Za svaki zatvoren skup A ⊆ X i svaki otvoren skup U ⊆ X takav da
A ⊆ U , postoji otvoren skup V ⊆ X tako da je A ⊆ V ⊆ ClV ⊆ U .
(iii) Za svaki par disjunktnih zatvorenih skupova A,B ⊆ X, postoje okoline
U i V od A i B redom tako da je ClU ∩ ClV = ∅.
Jedna od karakterizacija regularnih prostora u klasi T1 prostora je:
Teorem 1.12 Neka je X T1 prostor. X je regularan ako i samo ako za svaku
tocˇku x ∈ X i svaku okolinu U ⊆ X tocˇke x postoji okolina V ⊆ X od x
takva da je x ∈ V ⊆ ClV ⊆ U .
Ovu karakterizaciju c´emo koristiti u dokazu sljedec´e propozicije:
Propozicija 1.13 Neka je X regularan prostor i n ∈ N ∪ {0}. Tada je
indX ≤ n ako i samo ako, za svaku tocˇku x ∈ X i svaki zatvoreni podskup
B ⊆ X takav da x /∈ B, postoji separator L tocˇke x i skupa B takav da
indL ≤ n− 1.
Dokaz. Pretpostavimo da je indX ≤ n. Neka je x ∈ X po volji odabrana
tocˇka i B ⊆ X proizvoljan zatvoren podskup od X takav da x /∈ B. Tada
je X \ B otvorena okolina tocˇke x u X pa, po prethodnom teoremu, postoji
okolina V tocˇke x takva da je x ∈ V ⊆ ClV ⊆ X \B. Kako je indX ≤ n ≥ 0,
to postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je x ∈ U ⊆ V i indFrU ≤ n−1.
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Stavimo L := FrU . Tada je indL ≤ n − 1 i L je separator tocˇke x i skupa
B. Naime, za otvorene skupove
W := X \ ClU ⊆ X i U ⊆ X
vrijedi x ∈ U,U ∩W = ∅ i X \ L = X \ FrU = X \ [ClU ∩ Cl(X \ U)] =
(X \ ClU) ∪ [X \ (Cl(X \ U))] = W ∪ Int(U) = W ∪ U.
Nadalje, kako je ClV ⊆ X \B, to je B ⊆ X \ ClV ⊆ X \ ClU = W .
Obratno, pretpostavimo da, za svaku tocˇku x ∈ X i svaki zatvoreni pod-
skup B ⊆ X takav da x /∈ B, postoji separator L tocˇke x i skupa B takav
da je indL ≤ n − 1. Dokazˇimo da je indX ≤ n. Neka je x ∈ X proizvoljna
tocˇka i V ⊆ X po volji odabrana okolina od x. Neka je L separator tocˇke
x i zatvorenog skupa B := X \ IntV takav da je indL ≤ n − 1. Nadalje,
neka su U,W ⊆ X otvoreni podskupovi od X takvi da je x ∈ U, B ⊆ W,
U ∩W = ∅ i X \L = U ∪W . Vrijedi x ∈ U ⊆ X \W ⊆ X \B = IntV ⊆ V i
FrU = Cl(X \U)∩ClU ⊆ (X \ IntU)∩Cl(X \W ) = (X \U)∩ (X \W ) =
X \ (W ∪U) = L. Iz Teorema o potprostoru slijedi indFrU ≤ indL ≤ n− 1,
pa je indX ≤ n.
Baza topolosˇkog prostora u potpunosti odreduje otvorene skupove u to-
polosˇkom prostoru pa se lako vidi da vrijedi karakterizacija:
Teorem 1.14 Neka je X regularan prostor i n ∈ N∪{0}. Tada je indX ≤ n
ako i samo ako X ima bazu B takvu da je indFrU ≤ n− 1 za svaki, U ∈ B.
Dokaz. Ako je indX ≤ n, onda, za svaku tocˇku x ∈ X i svaku okolinu
V ⊆ X od x, postoji otvoreni skup UxV ⊆ X takav da je x ∈ UxV ⊆ V i
indFrUxV ≤ n − 1. Definirajmo B(x) := {UxV : V ⊆ X je okolina tocˇke x}.
Ocˇito je B lokalna baza u tocˇki x. Stavimo B := ⋃
x∈X
B(x). Tada je B baza
za X, jer, za svaki otvoreni skup W ⊆ X i za svaku tocˇku x ∈ X takvu da je
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x ∈ W , postoji UxW ∈ B(x) ⊆ B takav da je x ∈ UxW ⊆ W . Takoder, vrijedi
indFrU ≤ n− 1, za svaki U ∈ B.
Obratno, ako X ima bazu B takvu da je indFrU ≤ n−1, za svaki U ∈ B,
onda ocˇito vrijedi (MU2 ), odnosno indX ≤ n.
Prisjetimo se da za topolosˇki prostor X kazˇemo da je separabilan ako X
ima prebrojiv podskup gust na X, tj. ako postoji prebrojiv podskup D ⊆ X
takav da je ClD = X.
Za metrizabilne prostore posebno vrijedi sljedec´a karakterizacija separabil-
nosti.
Neka je X metrizabilan prostor. X je separabilan ako i samo ako je 2-
prebrojiv, tj. ako postoji prebrojiva baza topologije na X.
Za separabilne metrizabilne prostore vrijedi jacˇa tvrdnja nego u prethodnom
teoremu:
Teorem 1.15 Neka je X separabilan metrizabilan prostor i n ∈ N ∪ {0}.
Tada je indX ≤ n ako i samo ako X ima prebrojivu bazu B takvu da je
indFrU ≤ n− 1, za svaki U ∈ B.
Dokaz ovog teorema slijedi iz cˇinjenice da svaku bazu 2-prebrojivog prostora
mozˇemo ”reducirati” na prebrojivu bazu. Naime vrijedi:
Lema 1.16 Neka je X 2-prebrojiv prostor. Tada za svaku bazu B od X
postoji prebrojiva podmnozˇina B0 ⊆ B od B koja je takoder baza od X.
Dokaz. Neka je D = {Vi : i ∈ N} prebrojiva baza od X. Za svaki i, j ∈ N
neka je Bi,j = {U ∈ B : Vi ⊆ U ⊆ Vj}.
Za svaki i, j ∈ N, za koje je Bi,j 6= ∅, izaberimo proizvoljni Ui,j ∈ Bi,j i
stavimo B0 := {Ui,j : (i, j) ∈ N × N,Bi,j 6= ∅}. B0 je baza od X. Naime, za
proizvoljan otvoren skup W ⊆ X i x ∈ W proizvoljan, postoji j ∈ N takav
9
Poglavlje 1. Mala induktivna dimenzija
da x ∈ Vj ⊆ W , jer je D baza od X. Kako je B baza od X, postoji U ∈ B
takav da x ∈ U ⊆ Vj ⊆ W . Sada, jer je D baza od X, postoji i ∈ N takav da
je x ∈ Vi ⊆ U ⊆ Vj ⊆ A. Po definiciji od Bi,j, vrijedi U ∈ Bi,j, pa je Bi,j 6= ∅.
Sada, za Ui,j ∈ B0, vrijedi x ∈ Ui,j ⊆ Vj ⊆ W , pa je B0 baza topologije na X
i ocˇito je B0 prebrojiv skup.
Dokaz teorema 1.15. Ako je indX ≤ n onda, po Teoremu 1.14, postoji
baza B takva da FrU ≤ n− 1, za svaki U ∈ B. Po prethodnoj lemi, postoji
prebrojiva podmnozˇina B0 od B koja je takoder baza metricˇkog prostora X.
Obratno, ako X ima prebrojivu bazu B takvu da je FrU ≤ n − 1, za
svaki U ∈ B, onda je, po Teoremu 1.14, indX ≤ n.
1.2 0-dimenzionalan prostor
U ovom odjeljku uvest c´emo pojam 0-dimenzionalnog prostora, te navesti
i dokazati neke vazˇne teoreme o maloj induktivnoj dimenziji u posebanom
slucˇaju 0-dimenzionalnog prostora. Svi teoremi dokazani u ovom odjeljku
posluzˇit c´e da dokazˇemo odgovarajuc´e teoreme o maloj induktivnoj dimenziji
u punoj opc´enitosti u sljedec´em odjeljku.
Definicija 1.17 Neka je X regularan prostor. Kazˇemo da je X 0−dimenzionalan
prostor, ako je indX = 0.
Primjer 1.18 Neka je X neparazn potprostor euklidskog prostora R. Prostor
X je 0-dimenzionalan ako i samo ako X ne sadrzˇi niti jedan interval. Doista,
buduc´i da je svaki potprostor 〈a, b〉 ⊆ R, gdje su a, b ∈ R, a < b, euklidskog
prostora R, homeomorfan R, to je ind〈a, b〉 = 1. Iz Teorema o potprostoru
zakljucˇujemo da 0-dimenzionalan prostor X ne mozˇe sadrzˇavati niti jedan
interval.
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Obratno, pretpostavimo da X ne sadrzˇi niti jedan interval. Neka je x ∈ X
proizvoljna tocˇka i V ⊆ X proizvoljna okolina tocˇke x u X. Tada postoji
okolina U tocˇke x u R, takva da je U ∩X = V . Neka su a, b ∈ R, takvi da
je a < b i vrijedi x ∈ 〈a, b〉 ⊆ U . Kako X ne sadrzˇi niti jedan interval, to
postoje c ∈ 〈a, x〉\X i d ∈ 〈x, b〉\X. Definirajmo skup W := 〈c, d〉∩X. Skup
W je, ocˇito, otvoren u X. Nadalje, kako vrijedi c, d /∈ X, to je W = [c, d]∩X.
Dakle, W je otvoreno-zatvoren u X, pa je FrXW = ClXW \ IntXW = ∅.
Prema tome, vrijedi indFrW = −1, pa je indX ≤ 0. Buduc´i da je X 6= ∅,
zakljucˇujemo da je indX = 0.
Primjer 1.19 Neka je X metrizabilan prostor. Ako je 0 < cardX < c,
onda je indX = 0. Doista, neka je d metrika koja metrizira topologiju na
X. Za svaku tocˇku x ∈ X i svaku okolinu V tocˇke x u X, postoji  > 0
takav da je B(x, ) ⊆ V . Kako je cardX < c, to postoji δ > 0 takav da
je δ <  i d(x, y) 6= δ, za svaki y ∈ X. Odavde slijedi da je FrB(x, δ) ⊆
{y ∈ X : d(x, y) = δ} = ∅. Dakle, vrijedi x ∈ B(x, δ) ⊆ B(x, ) ⊆ V i
indFrB(x, δ) = −1, pa je indX ≤ 0. Buduc´i da je cardX > 0, to je X 6= ∅,
pa je indX = 0.
Lema 1.20 Neka je X 0 − dimenzionalan prostor i A,B ⊆ X par disjun-
ktnih zatvorenih podskupova od X. Tada, za svaku tocˇku x ∈ X, postoji
otvoreno-zatvoren skup Wx ⊆ X takav da je x ∈ Wx i A∩Wx = ∅ ili B∩Wx =
∅.
Dokaz. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka. Ako je x ∈ A, onda je X \ B
otvorena okolina od x. Kako je indX = 0, postoji otvoren skup Wx ⊆ X
takav da x ∈ Wx ⊆ X \ B i indFrWx ≤ −1. Dakle, indFrWx = −1, pa je
∅ = FrWx = ClWx \ IntWx = ClWx \Wx, tj. ClWx = Wx. Dakle, Wx je
zatvoreno-otvoren skup takav da x ∈ Wx i B ∩Wx = ∅.
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Ako x /∈ A, onda je X \ A otvorena okolina od x, pa analogno postoji
otvoreno-zatvoren skup Wx ⊆ X takav da x ∈ Wx i A ∩Wx = ∅.
Teorem 1.21 (Prvi teorem separacije za dimenziju 0) Neka je X 0−
dimenzionalan separabilan metricˇki prostor. Tada prazan skup separira svaki
par disjunktnih zatvorenih podskupova A,B ⊆ X, tj. postoji otvoreno-zatvoren
skup U ⊆ X takav da A ⊆ U i B ⊆ X \ U .
Dokaz. Po prethodnoj lemi, za svaki x ∈ X postoji otvoreno-zatvoren skup
Wx ⊆ X takav da je x ∈ Wx i
A ∩Wx = ∅ ili B ∩Wx = ∅.
(Wx, x ∈ X) je otvoren pokrivacˇ prostora X. Svaki otvoren pokrivacˇ u 2-
prebrojivom prostoru ima prebrojivi potpokrivacˇ, pa ,kako je X separabilan
metricˇki prostor, to postoji prebrojiv potpokrivacˇ (Wxi , i ∈ N) od (Wx, x ∈
X). Za svaki i ∈ N definirajmo
Ui := Wxi \
i−1⋃
j=0
Wxj ⊆ Wxi .
Skup
i−1⋃
j=0
Wxj je zatvoren, kao konacˇna unija zatvorenih skupova, pa je Ui ⊆
X otvoren skup u X, kao razlika otvorenog i zatvorenog skupa, za svaki
i ∈ N.
Familija (Ui, i ∈ N) je pokrivacˇ od X. Naime, za svaki x ∈ X, neka je ix ∈ N
najmanji prirodan broj takav da je x ∈ Wxi . Takav sigurno postoji jer je
(Wxi , i ∈ N) pokrivacˇ od X, pa je skup {i ∈ N : x ∈ Wxi} neprazan podskup
od N. Sada je x ∈ Uix , po definiciji od Uix .
Definirajmo
U :=
⋃
{Ui : A ∩ Ui 6= ∅} i W :=
⋃
{Ui : A ∩ Ui = ∅}
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Kako je (Ui, i ∈ N) pokrivacˇ od X, to je, ocˇito, A ⊆ U . Dokazˇimo da je
B ⊆ W . Za svaki i ∈ N takav da je Ui ∩ A 6= ∅, vrijedi Ui ∩ B = ∅. Doista,
kad bi postojao i ∈ N takav da je Ui ∩ A 6= ∅ i Ui ∩ B 6= ∅, onda bi vrijedilo
Wxi ∩ A ⊇ Ui ∩ A 6= ∅ i Wxi ∩ B ⊇ Ui ∩ B 6= ∅, sˇto je u kontradikciji s
cˇinjenicom da je, za svaki i ∈ N, barem jedan od skupova Wxi ∩ A,Wxi ∩ B
prazan. Kako je B ⊆ ⋃{Ui : i ∈ N} i B ∩ (⋃{Ui : A ∩ Ui 6= ∅}) = ∅, to je
B ⊆ ⋃{Ui : A ∩ Ui = ∅} = W .
Skupovi U i W su otvoreni podskupovi od X i ocˇito je U ∪W = X.Nadalje,
skupovi Ui su u parovima disjunkti, pa je U = X \W . Dakle, U je otvoreno-
zatvoren podskup od X za koji vrijedi A ⊆ U i B ⊆ X \ U .
Drugi teorem o separaciji za dimenziju 0 dokazujemo pomoc´u dvije leme.
Lema 1.22 Neka je X metrizabilan prostor i A,B ⊆ X podskupovi od X
takvi da je ClA∩B = A∩ClB = ∅. Tada postoje otvoreni skupovi U,W ⊆ X
takvi da je
A ⊆ U,B ⊆ V i U ∩W = ∅
.
Dokaz. Neka je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Definirajmo funk-
cije f, g : X → [0, ·〉
f(x) := d(x,A), g(x) = d(x,B)
Prisjetimo se: Udaljenost tocˇke x od skupa A, u oznaci d(x,A), je d(x,A) =
inf{d(x, y) : y ∈ Y }. Funkcije f i g su neprekidne, pa su skupovi U :=
{x ∈ X : (f − g)(x) < 0} i V := {x ∈ X : (f − g)(x) > 0} otvoreni i
medusobno disjunktni.
Neka je x ∈ A proizvoljan. Kako je A ∩ ClB = ∅, vrijedi x /∈ ClB. Nadalje,
vrijedi g−1({0}) = ClB i f−1({0}) = ClA, pa je g(x) > 0 i f(x) = 0. Odavde
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slijedi f(x)− g(x) = 0− g(x) < 0, pa je x ∈ U . Dakle, A ⊆ U .
Slicˇno, za x ∈ B proizvoljan, iz ClA ∩ B = ∅, slijedi x /∈ ClA. Dakle,
f(x) > 0 i g(x) = 0, pa je f(x)−g(x) = f(x)−0 > 0, odnosno x ∈ W . Time
smo dokazali da je B ⊆ W .
Lema 1.23 Neka je M potprostor metrizabilnog prostora X, A,B par di-
sjunktnih zatvorenih podskupova od X i V1, V2 otvoreni podskupovi od X takvi
da je
A ⊆ V1, B ⊆ V2 i ClV1 ∩ ClV2 = ∅.
Tada, za svaki separator L′ skupova M ∩ ClV1 i M ∩ ClV2 u prostoru M ,
postoji separator L skupovaA i B u prostoru X takav da vrijedi M ∩L ⊆ L′.
Dokaz. Neka su U ′,W ′ ⊆M otvoreni podskupovi od M za koje vrijedi
M ∩ ClV1 ⊆ U ′,M ∩ ClV2 ⊆ W ′, U ′ ∩W ′ = ∅ i M \ L′ = U ′ ∪W ′.
Primjetimo da je
A ∩ ClW ′ = ∅ = B ∩ ClU ′.
Zaista, vrijedi V1∩W ′ = M ∩V1∩W ′ ⊆M ∩ClV1∩W ′ ⊆ U ′∩W ′ = ∅. Kako
je V1 ⊆ X otvoren u X, to je, po Napomeni 1.9, V1 ∩ ClW ′ = ∅. Odavde
slijedi da je A ∩ ClW ′ ⊆ V1 ∩ ClW ′ = ∅.
Slicˇno, V2 ∩ U ′ = M ∩ V2 ∩ U ′ ⊆ M ∩ ClV2 ∩ U ′ ⊆ W ′ ∩ U ′ = ∅, pa je i
B ∩ ClU ′ ⊆ V2 ∩ ClU ′ = ∅. Odavde slijedi, A ∩ W ′ ⊆ A ∩ ClW ′ = ∅ i
B ∩ U ′ ⊆ B ∩ ClU ′ = ∅.
Dokazˇimo sada da je U ′ ∩ ClW ′ = ∅. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
postoji x ∈ U ′ ∩ ClW ′. Kako je U ′ ⊆ M otvoren u M , to postoji U1 ⊆ X
otvoren u X takav da je U1 ∩M = U ′. Sada je x ∈ U ′ ∩ ClW ′ = U1 ∩M ∩
ClW ′ ⊆ U1 ∩ ClW ′. Kako je U1 ⊆ X otvoren, to je, po prethodnoj lemi,
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∅ 6= U1 ∩W ′ = U1 ∩M ∩W ′ = U ′ ∩W ′ = ∅, cˇime je dobivena kontradikcija.
Dakle U ′ ∩ ClW ′ = ∅.
Analogno pokazujemo da je W ′ ∩ ClU ′ = ∅. Odavde slijedi da je Cl(A ∪
U ′) ∩ (B ∪W ′) = (ClA ∪ ClU ′) ∩ (B ∪W ′) = (ClA ∩ B) ∪ (ClA ∩W ′) ∪
(ClU ′∩B)∪ (ClU ′∩W ′) = (A∩B)∪ (A∩W ′)∪ (ClU ′∩B)∪ (ClU ′∩W ′) =
∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ = ∅.
Slicˇno, vrijedi (A ∪ U ′) ∩ Cl(B ∪ W ′) = (A ∪ U ′) ∩ (ClB ∪ ClW ′) =
(A∩ClB)∪ (A∩ClW ′)∪ (U ′∩ClB)∪ (U ′∩ClW ′) = (A∩B)∪ (A∩ClW ′)∪
(U ′ ∩ B) ∪ (U ′ ∩ ClW ′) = ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ = ∅. Sada, po Lemi 1.22, postoje
otvoreni skupovi U,W ⊆ X u X takvi da je A ∩ U ′ ⊆ U , B ∪W ′ ⊆ W i
U ∩W = ∅.
Stavimo L := X \(U ∪W ). Skup L je separator skupova A i B u prostoru
X, jer, za otvorene skupove U,W ⊆ X, vrijedi A ∩ U ′ ⊆ U , B ∪W ′ ⊆ W ,
U ∩W = ∅ i X \ L = U ∪W . Nadalje, vrijedi M ∩ L = M ∩ (U ∪W ) ⊆
M ∩ (U ′ ∪W ′) = L′. Time je lema u potpunosti dokazana.
Teorem 1.24 (Drugi teorem separacije za dimenziju 0) Neka je X me-
trizabilan prostor i Z ⊆ X 0-dimenzionalni separabilan potprostor od X.
Tada, za svaki par zatvorenih disjunktnih podskupova A,B ⊆ X od X, pos-
toji separator L skupova A i B takav da je L ∩ Z = ∅.
Dokaz. Kako je X metrizabilan prostor, to je X normalan, pa, po jednoj od
karakterizacija normalnosti, za disjunktne zatvorene podskupove A,B ⊆ X,
postoje otvorene okoline V1, V2 od A i B redom takve da je ClV1 ∩ ClV2 =
∅. Po Prvom teoremu separacije za dimenziju 0, prazan skup je separator
skupova Z ∩ ClV1 i Z ∩ ClV2 u prostoru Z. Po prethodnoj lemi, postoji
separator L skupova A i B u prostoru X takav da vrijedi L ∩ Z = ∅.
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Teorem 1.25 Neka je M ⊆ X separabilan potprostor metrizabilnog prostora
X. Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
(i) M je 0-dimenzionalan.
(ii) M je neprazan i, za svaku tocˇku x ∈ X i svaku okolinu V tocˇke x u X,
postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je x ∈ U ⊆ V i M∩FrU = ∅.
(iii) M je neprazan i, za svaku tocˇku x ∈M i svaku okolinu V tocˇke x u X,
postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je x ∈ U ⊆ V i M∩FrU = ∅.
Dokaz. (i)⇒ (ii) Pretpostavimo da je M 0-dimenzionalan. Tada je M 6= ∅.
Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i V ⊆ X po volji odabrana okolina od x u X.
Po Drugom teoremu o separaciji za dimenziju 0, postoji separator L tocˇke x i
skupa X\IntV u prostoru X, takav da je L∩M = ∅. Dakle, postoje otvoreni
skupovi U,W ⊆ X u X takvi da je x ∈ U , X \ IntV ⊆ W , U ∩W = ∅ i
X \ L = U ∪W . Odavde slijedi da je x ∈ U ⊆ X \W ⊆ IntV ⊆ V . Po
napomeni 1.11, vrijedi FrU ⊆ L, pa je FrU ∩M ⊆ L ∩M = ∅.
(ii)⇒ (iii) Ocˇito.
(iii)⇒ (i) Pretpostavimo da je M neprazan i da, za svaku tocˇku x ∈M
i svaku okolinu V tocˇke x u X, postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je
x ∈ U ⊆ V i M ∩ FrU = ∅. Odavde odmah slijedi indM 6= −1. Dokazˇimo
josˇ da je indM ≤ 0. Po propoziciji 1.13, dovoljno je dokazati da, za svaki
x ∈ M i svaki zatvoren skup B′ ⊆ M u M takav da je x /∈ B′, postoji
separator L′ tovcˇke x i skupa B′ u prostoru M takav da je indL′ = −1, tj.
L′ = ∅.
Neka je x ∈ M proizvoljna tocˇka i B′ ⊆ M po volji odabran zatvoren
skup u M takav da x /∈ B′. Tada postoji zatvoren skup B ⊆ X u X takav da
je B ∩M = B′. Ocˇito vrijedi x /∈ B, pa je X \B otvorena okolina od x u X.
Po pretpostavci, postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da x ∈ U ⊆ X \ B
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i M ∩ FrU = ∅. Tada je skup U ′ := U ∩M otvoren u M , a, po napomeni
1.5, je FrMU
′ ⊆ FrU . Kako je FrMU ′ ⊆M , to je FrMU ′ ⊆ FrU ∩M = ∅.
Iz ovoga slijedi da je U ′ zatvoren u M , pa je W ′ := M \ U ′ otvoren u M .
Sada, vrijedi x ∈ U ′, B′ = B ∩M ⊆ (X \ U) ∩M = M \ U = M \ U ′ = W ′,
U ′ ∩W ′ = ∅ i U ′ ∪W ′ = M . Dakle, L′ := M \ (U ′ ∪W ′) = ∅ je separator
tocˇke x i skupa B′ u prostoru M .
Propozicija 1.26 Neka je M ⊆ X potprostor separabilnog metrizabilnog
prostora X. M je 0-dimenzionalan ako i samo ako je neprazan i X ima
prebrojivu bazu B takvu da je M ∩ FrU = ∅, za svaki U ∈ B.
Dokaz. Pretpostavimo da je M 0-dimenzionalan prostor. Tada je M nepra-
zan. Po Teoremu 1.25, za svaki x ∈ X i svaku okolinu V od x u X, postoji
otvoren skup UV ⊆ X u X takav da je x ∈ UV ⊆ V i M ∩ FrUV = ∅. Neka
je B(x) := {UV : V ⊆ X je okolina tocˇke x u prostoru X} i B0 :=
⋃
x∈X
B(x).
Tada je B0 baza prostora X za koju vrijedi FrU∩M = ∅, za svaki U ∈ B0. Iz
Leme 1.16 slijedi da postoji prebrojiva baza B od X takva da je FrU∩M = ∅,
za svaki U ∈ B.
Obratno, neka je M neprazan i X ima prebrojivu bazu B takvu da je
M ∩ FrU = ∅, za svaki U ∈ B. Tada, ocˇito, za svaki x ∈ X i svaku okolinu
V tocˇke x u X, postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je x ∈ U ⊆ V i
M ∩ FrU = ∅. Iz Teorema 1.25 slijedi indM = 0.
Sljedec´i teorem c´e nam dati odgovor na pitanje mozˇe li se 0-dimenzionalan
prostor povec´ati na nacˇin da mu se dimenzija ne promijeni. Dokazat c´emo
da, za svaki 0-dimenzionalan prostor, postoji 0-dimenzionalni natprostor koji
je ujedno i Gδ-skup.
Prisjetimo se, za skup A iz prostora X kazˇemo da je Gδ-skup (Fσ-skup),
ako se A mozˇe prikazati kao presjek (unija) od prebrojivo mnogo otvore-
nih (zatvorenih) skupova iz X. Pojmovi Gδ-skupa i Fσ-skupa su dualni u
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sljedec´em smislu. Ako je A ⊆ X Gδ-skup, onda je komplement X \ A od A
Fσ-skup i obratno.
Kako je svaki metrizabilan prostor savrsˇeno normalan, to je svaki zatvoren
skup u metrizabilnom prostoru Gδ-skup. Prisjetimo se da za normalan pros-
tor X kazˇemo da je savrsˇeno normalan, ako je svaki zatvoren skup A ⊆ X iz
X Gδ-skup.
Nadalje, ako je Y ⊆ X Gδ-skup u prostoru X i Z ⊆ Y Gδ-skup u Y , onda
je Z Gδ-skup i u X. Naime, ako je Y ⊆ X Gδ-skup u prostoru X i Z ⊆ Y
Gδ-skup u Y , onda postoje otvoreni skupovi Un, Vn ⊆ X u X, za svaki n ∈ N,
takvi da je
Z =
⋃
n∈N
(Vn ∩ Y ) i Y =
⋃
n∈N
Un.
Sada je
Z =
⋃
n∈N
(Vn ∩ Y ) =
⋃
n∈N
[
Vn ∩
( ⋃
m∈N
Um
)]
=
⋃
n∈N
⋃
m∈N
(Vn ∩ Um) ,
pa je Z Gδ-skup u X.
Teorem 1.27 (Teorem o prosˇirenju za dimenziju 0) Neka je X metri-
zabilan prostor i Z ⊆ X separabilan 0-dimenzionalan potprostor od X. Tada
postoji 0-dimenzionalan potprostor Z∗ ⊆ X takav da je Z ⊆ Z∗ i Z∗ je Gδ
skup u X.
Dokaz. Stavimo Y := ClZ. Kako je Z separabilan, to postoji prebrojiv
podskup D ⊆ Z takav da je ClZD = Z. Buduc´i da je Z gust u Y i D gust
u Z, to je D gust u Y , pa je Y takoder separabilan metrizabilan prostor. Iz
prethodne propozicije slijedi da postoji prebrojiva baza B prostora Y takva
da je Z ∩ FrYU = ∅, za svaki U ∈ B. Definirajmo F :=
⋃{FrYU : U ∈ B}.
F je Fσ-skup u Y , pa je njegov komplement u Y , Z
∗ := Y \ F Gδ-skup u Y .
Kako je Y ⊆ X zatvoren podskup metrizabilnog prostora X, to je Y Gδ-skup
u X, pa je Z∗, takoder, Gδ-podskup i od X. Nadalje, jer je Z ∩ FrYU = ∅,
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za svaki U ∈ B, to je F ∩ Z = ∅, pa je Z ⊆ Z∗. Za svaki U ∈ B je
Z∗ ∩ FrYU = ∅ i B je prebrojiva baza separabilnog metrizabilnog prostora
Y , pa je, po prethodnoj propoziciji, Z∗ 0-dimenzionalan prostor.
Teorem 1.28 (Teorem sume za dimenziju 0) Neka je X separabilan me-
trizabilan prostor i (Fn, n ∈ N) niz zatvorenih 0-dimenzionalnih potprostora
Fn ⊆ X prostora X tako da vrijediX =
⋃
n∈N
Fn. Tada je X 0-dimenzionalan
prostor.
Dokaz. Neka je A,B ⊆ X par disjunktnih zatvorenih podskupova prostora
X. Pokazat c´emo da postoje otvoreni skupovi U,W ⊆ X u X takvi da je
A ⊆ U, B ⊆ W, U ∩W = ∅ i U ∪W = X,
tj. da je prazan skup separator skupova A i B u prostoru X.
Rekurzivno c´emo definirati dva niza (Un, n ∈ N0), (Wn, n ∈ N0) otvorenih
podskupova Un,Wn ⊆ X prostora X, takva da
Ui−1 ⊆ Ui, Wi−1 ⊆ Wi, za svaki i ∈ N, (1.1)
i
ClUi ∩ ClWi = ∅, Fi ⊆ Ui ∪Wi za svaki i ∈ N0, gdje je F0 = ∅. (1.2)
Kako je X metrizabilan prostor, to je X normalan, pa, po jednoj od karakte-
rizacija normalnih prostora, postoje otvoreni skupovi U0,W0 ⊆ X u X takvi
da je
A ⊆ U0, B ⊆ W0 i ClU0 ∩ ClW0 = ∅.
Kako je F0 = ∅ ⊆ U ∪W , to su za U0,W0 ispunjeni uvjeti 1.1 i 1.2.
Pretpostavimo da smo definirali skupove Ui,Wi koji zadovoljavaju relacije
1.1 i 1.2, za svaki i < k.
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Skupovi ClUk−1 ∩ Fk i ClWk−1 ∩ Fk su zatvoreni u X i disjunktni, jer je
(ClUk−1 ∩ Fk) ∩ (ClWk−1 ∩ Fk) ⊆ ClUk−1 ∩ ClWk−1 = ∅. Kako je Fk 0-
dimenzionalan prostor i ClUk−1 ∩Fk, ClWk−1 ∩Fk zatvoreni disjunktni sku-
povi u Fk, to, po Prvom teoremu separacije za dimenziju 0, postoji zatvoreno-
otvoren skup V ⊆ Fk u Fk takav da je
ClUk−1 ∩ Fk ⊆ V i ClWk−1 ∩ Fk ⊆ Fk \ V.
Sada je
(ClUk−1 ∪ V ) ∩ [ClWk−1 ∪ (Fk \ V )] =
= [(ClUk−1 ∪ V ) ∩ ClWk−1] ∪ [(ClUk−1 ∪ V ) ∩ (Fk \ V )] = ∅ ∪ ∅ = ∅.
Kako je Fk ⊆ X zatvoren u X, a V i Fk \ V zatvoreni u Fk, to su V i Fk \ V
zatvoreni i u X. Odavde slijedi da su ClUk−1 ∪ V , ClWk−1 ∪ (Fk \ V ) ⊆ X
zatvoreni i disjunktni skupovi u X. Buduc´i da je prostor X normalan, slijedi
da postoje otvoreni skupovi U ′,W ′ ⊆ X takvi da je
ClUk−1 ∪ V ⊆ U ′, ClWk−1 ∪ (Fk \ V ) ⊆ W ′ i ClU ′ ∩ ClW ′ = ∅.
Stavimo Uk := U
′,Wk := W ′. Za otvorene skupove Uk,Wk ⊆ X vrijedi:
Uk−1 ⊆ ClUk−1 ⊆ ClUk−1 ∪ V ⊆ Uk,
Wk−1 ⊆ ClWk−1 ⊆ ClWk−1 ∪ (Fk \ V ) ⊆ Wk,
ClUk ∩ ClWk = ∅ i
Fk ⊆ V ∪ (Fk \ V ) ⊆ (ClUk−1 ∪ V ) ∪ (ClWk−1 ∪ (Fk \ V )) ⊆ Uk ∪Wk.
Dakle, ispunjeni su uvijeti 1.1 i 1.2. Time smo konstrirali nizove (Un, n ∈
N0), (Wn, n ∈ N0) s trazˇenim svojstvima.
Stavimo U :=
∞⋃
i=0
Ui i W :=
∞⋃
i=0
Wi. Skupovi U,W ⊆ X su otvoreni u
X, te vrijedi A ⊆ U , B ⊆ W . Nadalje U i W su disjunktni, jer da postoji
x ∈ U ∩ W , onda bi postojali i0, j0 ∈ N0 takvi da je x ∈ Ui0 i x ∈ Wj0 .
Odavde bi slijedilo x ∈ Umax{i0,j0} ∩ Wmax{i0,j0} = ∅, sˇto je kontradikcija.
Nadalje, kako je X =
⋃
n∈N
Fn to, za svaki x ∈ X, postoji n ∈ N takav da je
x ∈ Fn ⊆ Un ∪Wn ⊆ U ∪W , pa je X = U ∪W .
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Time smo dokazali da, za svaki par disjunktnih zatvorenih skupovaA,B ⊆
X u X, postoje otvoreni skupovi U,W ⊆ X u X takvi da je
A ⊆ U, B ⊆ W, U ∩W = ∅ i U ∪W = X,
tj. prazan skup je separator skupova A i B. Sada, za proizvoljnu tocˇku
x ∈ X i po volji odabran zatvoren skup B ⊆ X takav da x /∈ B, prazan
skup separira tocˇku x i skup B, tj. postoji separator L tocˇke x i skupa B za
koji vrijedi indL = −1. Iz Propozicije 1.13 slijedi da je indX ≤ 0, a kako je
Fn ⊆ X 0-dimenzionalan, to je ∅ 6= Fn ⊆ X, za proizvoljan n ∈ N, ocˇito je
indX = 0.
Propozicija 1.29 Neka je (Wλ, λ ∈ Λ) otvoreno-zatvoreni pokrivacˇ regular-
nog prostora X. Ako je indWλ = 0, za svaki λ ∈ Λ, onda je indX = 0.
Dokaz. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i V ⊆ X proizvoljna okolina tocˇke
x u X. Tada postoji λ ∈ Λ takav da je x ∈ Wλ. Buduc´i da je prostor
Wλ 0-dimenzionalan i Wλ ∩ V okolina tocˇke x u Wλ, postoji otvoren skup
U ⊆ Wλ u Wλ takav da vrijedi x ∈ U ⊆ Wλ∩V i FrWλU = ∅. Odavde slijedi
da je skup U i zatvoren u Wλ. Kako je Wλ otvoreno-zatvoren u X, to je U
otvoreno-zatvoren u X. Dakle, FrU = ∅, tj. indFrU = −1. Buduc´i da je
x ∈ U ⊆ V , zakljucˇujemo da je indX ≤ 0. Ocˇito je X 6= ∅, pa je indX = 0.
Sada c´emo pokazati da je produkt prebrojive familije 0-dimenzionalnih
prostora 0-dimenzionalan prostor. Prisjetimo se da cˇim je produkt X =∏
i∈N
Xi familije regularnih prostora (Xi, i ∈ N) neprazan, svaki od prostora
Xi0 ima svoju ”kopiju” u produktu X, tj. Xi0 je homeomorfan potprostoru
Xi0 ×
∏
i∈N,i 6=i0
{xi}, gdje su xi ∈ Xi , i ∈ N \ {i0} proizvoljne tocˇke.
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Teorem 1.30 (Teorem o produktu za dimenziju 0) Neka je (Xi, i ∈ N)
prebrojiva familija regularnih prostora. Produkt X =
∏
i∈N
Xi je 0-dimenzionalan
ako i samo ako je prostor Xi 0-dimenzionalan, za svaki i ∈ N.
Dokaz. Pretpostavimo da je X 0-dimenzionalan. Tada je X 6= ∅ i Xi 6= ∅,
za svaki i ∈ N, pa je svaki od prostora Xi homeomorfan nekom potprostoru
od X. Iz Teorema o potprostoru i cˇinjenice da je mala induktivna dimenzija
topolosˇka invarijanta u klasi regularnih prostora, slijedi da je indXi = 0, za
svaki i ∈ N.
Obratno, pretpostavimo da je indXi = 0, za svaki i ∈ N. Tvrdimo da je
indX = 0. Po Teoremu 1.14, dovoljno je dokazati da X ima bazu B takvu
da je indFrU = −1, za svaki U ∈ B, tj. da X ima bazu koja se sastoji od
otvoreno-zatvorenih skupova u X. Naime,
indFrU = −1 ⇐⇒ FrU = ∅ ⇐⇒ ∅ = ClU\IntU ⇐⇒ ClU = IntU = U.
Po Teoremu 1.14, za svaki i ∈ N, postoji baza Bi prostora Xi koja se sastoji
od otvoreno-zatvorenih skupova u Xi. Stavimo
B := {Ui1×· · ·×Uik×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi : k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ N, Uij ∈ Bij , j = 1, . . . , k}.
Prvo, primjetimo da je svaki od skupova Ui1 × · · · × Uik ×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi
otvoren (jer je element standardne baze produktne topologije) i zatvoren (jer
je produkt zatvorenih skupova) u X. Nadalje, B je baza od X. Naime, za
proizvoljnu tocˇku x = (xi) ∈ X i po volji odabran otvoren skup U ⊆ X takav
da je x ∈ U , postoji element Wi1×· · ·×Wik×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi standardne baze
produktne topologije, takav da je x ∈ Wi1 × · · · ×Wik ×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi ⊆ U .
Sada, za svaki j ∈ {1, . . . , k}, postoji element Uij ∈ Bij baze Bij takav da je
xij ∈ Uij ⊆ Wij , pa je x ∈ Ui1×· · ·×Uik×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi ⊆ Wi1×· · ·×Wik×
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∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi ⊆ U . Kako je Ui1 × · · · ×Uik ×
∏
i∈N\{i1,...,ik}
Xi ∈ B, pokazano je
da je B baza prostora X. Dakle, X je 0-dimenzionalan prostor.
1.3 Teorem sume, Teoremi dekompozicije i
Teorem o produktu
U ovom odjeljku c´emo navesti i dokazati vazˇne teoreme o ponasˇanju male
induktivne dimenzije prema operacijama s topolosˇkim prostorima i to u klasi
separabilnih metrizabilnih prostora.
Najprije dokazujemo Teorem sume.
Lema 1.31 Neka je X separabilan metrizabilan prostor. Ako postoje pot-
prostori Y, Z ⊆ X od X takvi da je indY ≤ n − 1 i indZ ≤ 0, onda je
indX ≤ n.
Dokaz. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i V ⊆ X po volji odabrana otvorena
okolina od x u X. Po Drugom teoremu o separaciji za dimenziju 0, postoji
separator L tocˇke x i zatvorenog skupa X \ IntV u prostoru X takav da
je L ∩ Z = ∅, tj. postoje otvoreni skupovi U,W ⊆ X u X takvi da vrijedi
x ∈ U , X \IntV ⊆ W , U∩W = ∅ i X \L = U∪W , te (X \(U∪W ))∩Z = ∅.
Odavde slijedi da je x ∈ U ⊆ X\W ⊆ IntV ⊆ V i Z ⊆ U∪W . Po Napomeni
1.11, je FrU ⊆ L, pa je FrU ⊆ X \ (U ∪W ) ⊆ X \ Z ⊆ Y . Iz Teorema o
potprostoru slijedi da je indFrU ≤ indY ≤ n− 1. Dakle, indX ≤ n.
Opc´enito, potprostor separabilnog prostora ne mora biti separabilan, no
potprostor 2-prebrojivog prostora je uvijek 2-prebrojiv. Kako su kod mme-
trizabilnih prostora pojmovi separabilnosti i 2-prebrojivosti ekvivalentni, to
je potprostor separabilnog metrizabilnog prostora uvijek separabilan metri-
zabilan prostor.
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Teorem 1.32 (Teorem sume) Neka je X separabilan metrizabilan pros-
tor, n ∈ N0 i (Fi, i ∈ N) prebrojiva familija zatvorenih potprostora Fi ⊆ X
prostora X tako da je indFi ≤ n, za svaki i ∈ N, te X =
⋃
i∈N
Fi. Tada je
indX ≤ n.
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n.
Za n = 0, tvrdnja slijedi iz Teorema sume za dimenziju 0 koji smo dokazali
u prethodnom poglavlju. Naime, ako postoji i ∈ N takav da je indFi = 0,
onda za prebrojivu familiju (Fj, j ∈ J), gdje je J = {i ∈ N : Fi 6= ∅},
zatvorenih skupova Fj ⊆ X, vrijedi indFj = 0, za svaki j ∈ J i X =
⋃
j∈J
Fj,
pa je indX = 0. Ako je indFi = −1, za svaki i ∈ N, onda je Fi = ∅, za svaki
i ∈ N, pa je X = ∅, odnosno indX = −1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi, za svaki k < n ≥ 1, i neka je (Fi) niz
zatvorenih potprostora Fi ⊆ X od X tako da je indFi ≤ n, za svaki i ∈ N i
X =
⋃
i∈N
Fi. Po Teoremu 1.15, svaki potprostor Fi ⊆ X ima prebrojivu bazu
Bi takvu da je indFrFiU ≤ n− 1, za svaki U ∈ Bi.
Stavimo Y :=
⋃{FrFiU : i ∈ N, U ∈ Bi}. Za svaki U ∈ ⋃
i∈N
Bi, skup
FrFiU ⊂ Fi je zatvoren skup u Fi, a kako je Fi ⊆ X zatvoren u X, to je
FrFiU ⊆ X zatvoren i u X, pa je zatvoren i u potprostoru Y ⊆ X. Dakle,
separabilni metrizabilan prostor Y mozˇemo prikazati kao uniju prebrojive
familije (FrFiU, i ∈ N, U ∈ Bi) zatvorenih podskupova FrFiU ⊆ Y takvih da
je indFrFiU ≤ n− 1. Iz pretpostavke indukcije slijedi indY ≤ n− 1.
Stavimo Zi := Fi \ Y ⊆ Fi, za svaki i ∈ N. Tvrdimo da je indZi ≤ 0. Po
Propoziciji 1.26, dovoljno je dokazati da Fi ima prebrojivu bazu B′i takvu da
je Zi ∩FrU = ∅, za svaki U ∈ B′i. No, to upravo vrijedi za bazu Bi od Fi jer
je, za svaki U ∈ Bi FrU ⊆ Y .
Sada definirajmo Z :=
⋃
i∈N
Zi = X \ Y . Kako je Fi ∩ Z = Fi ∩ (X \ Y ) =
Fi \ Y = Zi, to je Zi ⊆ Z zatvoren u Z, za svaki i ∈ N. Dakle, separabilan
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metrizabilan prostor Z mozˇemo prikazati kao uniju prebrojive familije (Zi, i ∈
N) zatvorenih skupova Zi ⊆ Z takvih da je indZi ≤ 0. Iz Teorema sume za
dimenziju 0 slijedi indZ ≤ 0.
Primjenom prethodne leme dobivamo indX ≤ n.
Teoremi dekompozicije nam daju josˇ jednu karakterizaciju nejednakosti
indX ≤ n ≥ 0, i to pomoc´u rastava (dekompozicije) prostora na potprostore.
Teorem 1.33 (Prvi teorem dekompozicije) Neka je X separabilan me-
trizabilan prostor i n ∈ N0. Vrijedi indX ≤ n ako i samo ako postoje pot-
prostori Y, Z ⊆ X prostora X takvi da je
indY ≤ n− 1, indZ ≤ 0 i X = Y ∪ Z
Dokaz. Dovoljnost smo dokazali u Lemi 1.31, pa je dovoljno dokazati
nuzˇnost.
Pretpostavimo da je indX ≤ n. Po Teoremu 1.15, X ima prebrojivu bazu
B takvu da je indFrU ≤ n− 1, za svaki U ∈ B. Definirajmo Y := ⋃{FrU :
U ∈ B} i Z := X \Y . Sada Y mozˇemo prikazati kao uniju prebrojive familije
(FrU, U ∈ B) zatvorenih skupova FrU ∩ Y = FrU ⊆ Y u Y takvih da je
indFrU ≤ n − 1, za svaki U ∈ B. Iz Teorema sume slijedi indY ≤ n − 1.
Nadalje, za svaki U ∈ B je FrU ∩ Z = ∅, pa iz Propozicije 1.26 slijedi
indZ ≤ 0. Ocˇito vrijedi X = Y ∪ Z.
Iz Prvog teorema dekompozicije lako indukcijom dobijemo Drugi teorem
dekompozicije:
Teorem 1.34 (Drugi teorem dekompozicije) Neka je X separabilan me-
tricˇki prostor i n ∈ N0. Tada je indX ≤ n ako i samo ako, za svaki
i ∈ {1, . . . , n+ 1}, postoji potprostor Zi ⊆ X prostora X, tako da vrijedi
indZi ≤ 0, za svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1} i X =
n+1⋃
i=1
Zi.
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Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 0 tvrdnja je ocˇito
ispunjena. Pretpostavimo da, za svaki k < n, vrijedi tvrdnja teorema.
Neka je indX = n. Po Prvom teoremu dekompozicije, postoje potpros-
tori Y i Z prostora X takvi da je indY ≤ n − 1, indZ ≤ 0 i X = Y ∪ Z.
Po pretpostavci indukcije, postoje potprostori Z1, . . . , Zn ⊆ Y prostora Y
takvi da je indZi = 0, za svaki i ∈ {1, . . . , n} i Y =
n⋃
i=1
Zi. Sada su
Z1, . . . , Zn, Zn+1 := Z ⊆ X potprostori od X takvi da je indZi = 0, za
svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1} i X = Y ∪ Z =
n+1⋃
i=1
Zi.
Obratno, pretpostavimo da postoje potprostori Zi ⊆ X prostora X i ∈
{1, . . . , n+ 1} takvi da vrijedi
indZi ≤ 0 za svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1} i X =
n+1⋃
i=1
Zi.
Po pretpostavci indukcije, za prostor Y :=
n⋃
i=1
Zi vrijedi indY ≤ n−1. Sada,
iz Prvog teorema dekompozicije slijedi indX ≤ n.
Jedna od posljedica Drugog teorema dekompozicije je Teorem adicije:
Teorem 1.35 (Teorem adicije) Neka je X separabilan metrizabilan pros-
tor i X1, X2 ⊆ X potprostori od X. Tada je
indX ≤ indX1 + indX2 + 1.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji i ∈ {1, 2} takav da indXi = ∞. Tada
je ocˇito indX = ∞ jer bi, u suprotnom, iz Teorema o potprostoru slijedilo
∞ = indXi ≤ indX <∞. Dakle,
indX =∞ = indX1 + indX2 + 1,
pa u ovom slucˇaju tvrdnja teorema vrijedi.
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Pretpostavimo da je indX1, indX2 < ∞, tj. neka postoje n1, n2 ∈ N ∪
{0,−1} takvi da je indX1 = n1 i indX2 = n2. Po Drugom teoremu dekompo-
zicije, postoje 0-dimenzionalni potprostori Z1, . . . , Zn1+1 ⊆ X1 prostora X1 i
Y1, . . . , Yn2+1 ⊆ X2 prostora X2 takvi da je X1 =
n1+1⋃
i=1
Zi i X2 =
n2+1⋃
i=1
Yi. Sada
je X = X1 ∪X2 = (
n1+1⋃
i=1
Zi) ∪ (
n2+1⋃
i=1
Yi), pa, po Drugom teoremu dekompozi-
cije, vrijedi indX ≤ (n1 +1)+(n2 +1)−1 = n1 +n2 +1 = indX1 + indX2 +1.
Teorem o prosˇirenju nam govori kako separabilan potprostor metrizabil-
nog prostora dopusˇta prosˇirenje do Gδ-prostora bez povec´anja dimenzije.
Teorem 1.36 (Teorem o prosˇirenju) Neka je X metrizabilan prostor, M ⊆
X separabilan potprostor prostora X i n ∈ N∪ {−1, 0}. Ako vrijedi indM ≤
n, onda postoji Gδ-skup M
∗ ⊆ X u X takav da je M ⊆M∗ i indM ≤ indM∗.
Dokaz. Pretpostavimo da je indM ≤ n. Tada, po Drugom teoremu de-
kompozicije, postoje potprostori Z1, . . . , Zn+1 ⊆M takvi da je indZi ≤ 0, za
svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1} i M =
n+1⋃
i=1
Zi. Po Teoremu o prosˇirenju za dimenziju
0, svaki Zi mozˇemo prosˇiriti do Gδ-skupa Z
∗
i u prostoru X tako da vrijedi
indZ∗i ≤ 0, za svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Sada, za prostor M∗ :=
n+1⋃
i=1
Z∗i vrijedi da je Gδ-skup u X, jer je konacˇna unija
Gδ-skupova. Nadalje, iz Drugog teorema o dekomopoziciji slijedi indM
∗ ≤ n
i vrijedi M =
n+1⋃
i=1
Zi ⊆
n+1⋃
i=1
Z∗i = M
∗
Teoremi separacije povezuju pojam separatora skupova u prostoru X s
nejednakosˇcu indX ≤ n. Osim sˇto su poopc´enja Prvog i Drugog teorema o
separaciji za dimenziju 0, Prvi teorem separacije dat c´e nam odgovarajuC´e
poopc´enje Propozicije 1.13, u smislu da smo u Propoziciji 1.13 trazˇili sepa-
rator tocˇke i zatvorenog skupa koji tu tocˇku ne sadrzˇi, dok c´emo u Prvom
teoremu separacije trazˇiti separator dvaju disjunktnih zatvorenih skupova.
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Nadalje, Propozicija 1.13 je vrijedila u proizvoljnim regularnim prostorima,
dok se ovdje ogranicˇavamo samo na separabilne metrizabilne prostore.
Teorem 1.37 (Prvi teorem separacije) Neka je X separabilan metriza-
bilan prostor i n ∈ N0. Ako je indX ≤ n, onda, za svaki par disjunktnih
zatvorenih podskupova A,B ⊆ X prostora X, postoji separator L skupova A
i B takav da je indL ≤ n− 1.
Dokaz. Pretpostavimo da je indX ≤ n i neka su A,B ⊆ X disjunktni zatvo-
reni podskupovi od X. Po Prvom teoremu dekomozicije, postoje potprostori
Y, Z ⊆ X od X takvi da je X = Y ∪ Z i indY ≤ n − 1,indZ ≤ 0. Ako je
indZ = 0, po Drugom teoremu separacije za dimenziju 0, postoji separator L
skupova A i B u X takav da je L ∩ Z = ∅. Kako je X metrizabilan prostor,
to je X normalan, pa, svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova od X
mozˇemo separirati. Ako je indZ = −1, onda je Z = ∅, pa za proizvoljan
separator L skupova A i B u prostoru X, vrijedi Z ∩ L = ∅. Dakle, u sva-
kom slucˇaju, postoji separator L skupovaA i B u prostoru X takav da je
Z ∩ L = ∅.
Kako je L ⊆ X \Z ⊆ Y to je, po Teoremu o potprostoru, indL ≤ indY =
n− 1.
Teorem 1.38 (Drugi teorem separacije) Neka je X metrizabilan pros-
tor, M ⊆ X separabilan potprostor od X i n ∈ N0. Ako je indM ≤ n, onda,
za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova A,B ⊆ X prostora X, postoji
separator L skupova A i B u X takav da je ind(M ∩ L) ≤ n− 1.
Dokaz. Pretpostavimo da je indM ≤ n i neka su A,B ⊆ X disjunktni zatvo-
reni podskuovi od X. Po Prvom teoremu dekomozicije, postoje potprostori
Y, Z ⊆ M od M takvi da je M = Y ∪ Z,te indY ≤ n− 1 i indZ ≤ 0. Kako
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je indZ ≤ 0, onda, kao u dokazu prethodnog teorema, postoji separator L
skupova A i B u prostoru X tako da je Z ∩ L = ∅.
Buduc´i da je M ∩ L ⊆ M ∩ (X \ Z) = M \ Z ⊆ Y , to je, po Teoremu o
potprostoru ind(M ∩ L) ≤ indY .
Lema 1.39 Neka su X i Y topolosˇki prostori i U ⊆ X, V ⊆ Y podskupovi
od X i Y redom. Tada za granicu u topolosˇkom produktu vrijedi:
Fr(U × V ) = (ClU × FrV ) ∪ (FrU × ClV )
Dokaz. Fr(U × V ) = Cl(U × V ) ∩ Cl
(
(X × Y ) \ (U × V )
)
=
= (ClU×ClV )∩Cl
[(
(X \U)×(Y \V )
)
∪
(
U×(Y \V )
)
∪
(
(X \U)×V
)]
=
=
[
(ClU × ClV ) ∩ Cl
(
(X \ U)× (Y \ V )
)]
∪
∪
[
(ClU ×ClV )∩Cl
(
U × (Y \V )
)]
∪
[
(ClU ×ClV )∩Cl
(
(X \U)×V )
)]
=
=
[
(ClU × ClV ) ∩
(
Cl(X \ U)× Cl(Y \ V )
)]
∪
∪
[
(ClU × ClV ) ∩
(
ClU × Cl(Y \ V )
)]
∪
∪
[
(ClU × ClV ) ∩
(
Cl(X \ U)× ClV
)]
=
=
[(
ClU ∩ Cl(X \ U)
)
×
(
ClV ∩ Cl(Y \ V )
)]
∪
∪
[
ClU ×
(
ClV ∩ Cl(Y \ V )
)]
∪
[(
ClU ∩ Cl(X \ U)
)
× ClV
]
=
= (FrU × FrV ) ∪ (ClU × FrV ) ∪ (FrU × ClV ) =
= (ClU × FrV ) ∪ (FrU × ClV )
Teorem 1.40 (Teorem o produktu) Neka su X 6= ∅ i Y separabilni me-
trizabilni prostori. Tada je
ind(X × Y ) ≤ indX + indY
Dokaz. Ako je indX =∞ ili indY =∞ tvrdnja ocˇito vrijedi. Pa, pretpos-
tavimo da je k(X, Y ) := indX+indY ∈ N∪{−1, 0}. Tvrdnju c´emo dokazati
indukcijom po k(X, Y ).
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Ako je k(X, Y ) = −1, onda je nuzˇno indX = 0 i indY = −1, tj. Y = ∅.
Slijedi da je X × Y = ∅, odnosno ind(X × Y ) = −1 = indX + indY .
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi kad god je k(X, Y ) < k ≥ 0 i neka je
k(X, Y ) = k. Ako je indY = −1, onda je Y = ∅, pa je indX = k + 1 i
X × Y = ∅. Dakle, ind(X × Y ) = −1 < k = (k + 1) − 1 = indX + indY .
Zato, pretpostavimo da je indY ≥ 0. Tada postoje n,m ∈ N0 takvi da je
indX = n, indY = m i n+m = k.
Neka je (x, y) ∈ X × Y proizvoljna tocˇka i W ⊆ X × Y okolina tocˇke (x, y)
u X × Y . Tada postoje okoline U ′ ⊆ X od x u X i V ′ ⊆ Y od y u Y , takve
da je (x, y) ∈ U ′ × V ′ ⊆ W . Kako je indX = n i indY = m, to postoje
otvoreni skupovi U ⊆ X i V ⊆ Y u X i Y redom, takvi da je x ∈ U ⊆ U ′,
y ∈ V ⊆ V ′, indFrU ≤ n− 1 i indFrV ≤ m− 1.
Po prethodnoj lemi, je Fr(U × V ) = (ClU × FrV ) ∪ (FrU × ClV ) ⊆ (X ×
FrV )∪(FrU×Y ). Kako je k(X,FrV ) = indX+ indFrV ≤ n+(m−1) < k
i k(FrU, Y ) = indFrU + indY ≤ (n − 1) + m < k, to je, po pretpostavci
indukcije, ind(X×FrV ) ≤ indX+ indFrV ≤ n+(m−1) i ind(FrU×Y ) ≤
indFrU + indY ≤ (n− 1) +m. Skupovi X ×FrV i FrU ×Y su zatvoreni u
X×Y , pa su zatvoreni i u prostoru (X×FrV )∪ (FrU×Y ) ⊆ X×Y . Sada,
po Teoremu sume, vrijedi ind((X×FrV )∪ (FrU ×Y )) ≤ n+m−1 = k−1.
Po Teoremu o potprostoru, je indFr(U×V ) ≤ ind((X×FrV )∪(FrU×Y )) =
k − 1. Odavde slijedi da je ind(X × Y ) ≤ k = indX + indY .
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Velika induktivna dimenzija
2.1 Definicija i osnovna svojstva
U ovom odjeljku c´emo definirati pojam velike induktivne dimenzije. Doka-
zat c´emo osnovna svojstva velike induktivne dimenzije, svojevrsne analogone
odgovarajuc´ih teorema o maloj induktivnoj dimenziji. Velika induktivna di-
menzija definira se za normalne prostore. Najvec´a razlika u odnosu na malu
induktivnu dimenziju je da za veliku induktivnu dimenziju ne vrijedi Teorem
o potprostoru. Kao prvo, potprostor normalnog prostora uopc´e ne mora biti
normalan, a drugo cˇak i kad je potprostor normalnog prostora normalan,
mozˇe se dogoditi da je velika induktivna dimenzija potprostora strogo vec´a
od velike induktivne dimenzije prostora.
Najprije definiramo veliku induktivnu dimenziju:
Definicija 2.1 Neka je X normalan prostor. Velika induktivna dimenzija
(ili Brouwer-Cˇechova dimenzija) od X, u oznaci IndX, je element skupa
{−1, 0} ∪ N ∪ {∞} takav da vrijedi:
(BCˇ1) IndX = −1 ako i samo ako je X = ∅,
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(BCˇ2) IndX ≤ n , za n ∈ N∪{0}, ako, za svaki zatvoren skup A ⊆ X i svaki
otvoren skup V ⊆ X takav da je A ⊆ V , postoji otvoren skup U ⊆ X
tako da je
A ⊆ U ⊆ V i IndFrU ≤ n− 1.
(BCˇ3) IndX = n, ako je IndX ≤ n i IndX > n − 1, tj. ne vrijedi IndX ≤
n− 1.
(BCˇ4) IndX =∞, ako je IndX > n, za svaki n ∈ N ∪ {−1, 0}.
Kao i za malu induktivnu dimenziju, za veliku induktivnu dimenziju vri-
jedi da je topolosˇka invarijanta:
Lema 2.2 Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori i neka je IndX ∈
N ∪ {−1, 0}. Tada je IndY ≤ IndX.
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n = IndX ∈ N ∪ {−1, 0}. Pret-
postavimo da je IndX = −1. Tada je X = ∅, a kako je Y homeomorfan X,
to je Y = ∅, onda je i IndY = −1.
Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za svaki normalan prostor velike
induktivne dimenzije strogo manje od n ≥ 0 i neka je IndX = n. Dokazˇimo
da je IndY ≤ n. Neka je f : X → Y homeomorfizam , A ⊆ Y proizvoljan
zatvoren skup u Y i V ⊆ Y po volji odabran otvoren skup V ⊆ Y u Y takav
da je A ⊆ V . Tada je f−1(V ) ⊆ X otvoren skup, a f−1(A) ⊆ X zatvoren
skup u X i vrijedi f−1(A) ⊆ f−1(V ) . Kako je IndX = n, to postoji otvoren
skup W ⊆ X takav da je
f−1(A) ∈ W ⊆ f−1(V ) i IndFrW ≤ n− 1
. Sada je U := f(W ) ⊆ Y otvoren podskup od Y za koji vrijedi A =
f(f−1(A)) ⊆ f(W ) = U ⊆ f(f−1(V )) = V . Kako je f∣∣FrW : FrW →
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FrU homeomorfizam i IndFrW ≤ n − 1, po pretpostavci indukcije, vrijedi
IndFrU ≤ n− 1. Dakle, IndY ≤ n = IndX.
Teorem 2.3 Velika induktivna dimenzija je topolosˇka invarijanta u klasi
normalnih prostora.
Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori. Ako je IndX ∈
N ∪ {−1, 0}, onda je, po prethodnoj lemi IndY ≤ IndX. Sada je, ocˇito,
IndY ∈ N ∪ {−1, 0}, pa je, po prethodnoj lemi, IndX ≤ IndY , odnosno
IndX = IndY .
Pretpostavimo sada da je IndX =∞ i dokazˇimo da je IndY =∞. Kada
bi IndY = n < ∞, onda bi, po prethodno dokazanom, vrijedilo IndX =
IndY = n. Dakle, IndY =∞ = IndX.
Opc´enito, potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan, medutim,
svaki zatvoren potprostor normalnog prostora je normalan. Za zatvorenie
potprostore normalnog prostora definirana je velika induktivna dimenzija i
vrijedi:
Teorem 2.4 (Teorem o potprostoru za veliku induktivnu dimenziju)
Za svaki zatvoreni potprostor M normalnog prostora X, vrijedi IndM ≤
IndX.
Dokaz. Neka je M ⊆ X zatvoreni potprostor normalnog prostora X. Pret-
postavimo da je IndX = ∞. Tada je, ocˇito, IndM ≤ IndX, pa pretpos-
tavimo da je IndX = n ∈ N ∪ {−1, 0}. U ovom slucˇaju dokaz provodimo
indukcijom po n = IndX ∈ N ∪ {−1, 0}.
Neka je IndX = −1. Tada je X = ∅, pa je i M = ∅, a time i IndM =
−1 ≤ IndX.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi, za svaki prostor male induktivne
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dimenzije strogo manje od n ≥ 0, i neka je IndX = n. Neka je A ⊆ M
proizvoljan zatvoren podskup od M i V ⊆M po volji odabran otvoren skup
u M takav da je A ⊆ V . Tada postoji otvoren skup W ⊆ X u X takav da je
W ∩M = V . Kako je M ⊆ X zatvoren, to je A ⊆ X zatvoren i u X, pa kako
je IndX = n i A ⊆ V = M ∩W ⊆ W , to postoji otvoren podskup U ⊆ X
od X takav da je A ⊆ U ⊆ W i IndFrU ≤ n−1. Sada, za otvoreni podskup
M ∩ U ⊆ M od M , vrijedi A ⊆ U ∩M ⊆ W ∩M = V . Po Napomeni 1.5,
je FrM(U ∩M) ⊆ FrU . Skup FrM(U ∩M) ⊆ M je zatvoren u M . Kako
je M ⊆ X zatvoren u X, to je FrM(U ∩M) zatvoren i u prostoru X, pa
i u prostoru FrU . Buduc´i da je IndFrU ≤ n − 1, to je, po pretpostavci
indukcije, IndFrM(U ∩M) ≤ IndFrU ≤ n− 1. Dakle, IndM ≤ n = IndX.
Teorem 2.5 Neka je X normalan prostor i IndX = n ∈ N. Tada, za svaki
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, postoji zatvoren potprostor Mk ⊆ X od X takav da je
IndMk = k.
Dokaz. Kao i u dokazu da svaki regularni potprostor male induktivne dimen-
zije n ima zatvorene potprostore male induktivne dimenzije k ∈ {0, 1, . . . , n−
1}, dovoljno je pokazati da postoji zatvoren potprostor M ⊆ X takav da je
IndM = n− 1.
Kako je IndX > n − 1, to postoji zatvoren skup A ⊆ X u X i otvoren
skup V ⊆ X u X takav da je A ⊆ V i, za svaki otvoreni skup U ⊆ X takav
da je A ⊆ U ⊆ V , je IndFrU > n− 2. S druge strane, jer je IndX ≤ n, to
postoji otvoren skup W ⊆ X takav da je A ⊆ W ⊆ V i IndFrW ≤ n − 1.
Odavde slijedi n− 1 ≥ IndFrW > n− 2, pa je IndFrW = n− 1. Sada, za
zatvoreni skup M := FrW , vrijedi IndM = n− 1.
Kao i u slucˇaju male induktivne dimenzije i kod velike induktivne dimen-
zije mozˇemo karakterizirati nejednakost IndX ≤ n pomocˇu separatora:
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Teorem 2.6 Neka je X normalan prostor i n ∈ N∪{0}. Tada je IndX ≤ n
ako i samo ako, za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova A,B ⊆ X,
postoji separator L skupova A i B tako da je IndL ≤ n− 1.
Dokaz. Pretpostavimo da je IndX ≤ n i neka je A,B ⊆ X proizvoljan
par disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Po jednoj od karakterizacija
normalnih prostora, postoje otvoreni skupovi V1, V2 ⊆ X u X takvi da je
A ⊆ V1, B ⊆ V2 i ClV1 ∩ ClV2 = ∅.
Kako je IndX ≤ n, postoji otvoren skup U ⊆ X u X takav da je A ⊆ U ⊆ V1
i IndFrU ≤ n − 1. Stavimo, W =: X \ ClU . Buduc´i da je ClU ⊆ ClV1 ⊆
X \ ClV2 ⊆ X \ V2 to, za otvorene skupove U,W ⊆ X vrijedi:
A ⊆ U, B ⊆ V2 ⊆ X \ ClU = W i U ∩W = ∅.
Skup L := X\(U ∪W ) = X\(U ∪ (X \ ClU)) = (X \ U)∩(X \ (X \ ClU)) =
ClU \ U = FrU je separator skupova A i B, te vrijedi IndL = IndFrU ≤
n− 1.
Obratno, pretpostavimo da, za svaki par disjunktnih zatvorenih podsku-
pova A,B ⊆ X, postoji separator L skupova A i B takav da je IndL ≤ n−1.
Dokazˇimo da je IndX ≤ n.
Neka je A ⊆ X proizvoljan zatvoren skup u X i V ⊆ X po volji odabran
otvoren skup V ⊆ X u X takav da je A ⊆ V . Po pretpostavci teorema,
postoji separator L skupova A i X \ V takav da je IndL ≤ n− 1, odnosno,
postoje otvoreni skupovi U,W ⊆ X takvi da je
A ⊆ U, X \ V ⊆ W, U ∩W = ∅ i X \ L = U ∪W.
Odavde slijedi A ⊆ U ⊆ X \W ⊆ V . Po Napomeni 1.11, je FrU ⊆ L, pa
je, po Teoremu o potprostoru za veliku induktivnu dimenziju, IndFrU ≤
IndL ≤ n− 1. Dakle, IndX ≤ n.
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Dimenzija pokrivanja
3.1 Definicija i osnovna svojstva
Da bismo definirali dimenziju pokrivanja, najprije, definirajmo pojam reda
familije skupova.
Definicija 3.1 Neka je A = (Aλ, λ ∈ Λ) familija podskupova Aλ ⊆ X od X.
Neka je N ⊆ N ∪ {0,−1} takav da je n ∈ N ako i samo ako postoji n + 1
medusobno razlicˇitih cˇlanova familije A kojima je presjek neprazan.
Red familije A, u oznaci ordA, je maksimum skupa N , ako je N ogranicˇen,
odnosno ∞, ako N nije ogranicˇen. U tom slucˇaju kazˇemo da je familija A
beskonacˇnog reda.
Uocˇimo sljedec´e. Ako je A = (Aλ, λ ∈ Λ) familija podskupova Aλ ⊆ X
skupa X reda ordA = n, onda, za n + 2 proizvoljnih medusobno razlicˇitih
skupova Aλ1 , . . . , Aλn+2 familije A, vrijedi Aλ1 ∩ · · · ∩ Aλn+2 = ∅. Nadalje,
ako je ordA = −1, onda je Aλ = ∅, za svaki λ ∈ Λ. Ako je ordA = 0, onda su
svaka dva razlicˇita cˇlana od A disjunktna i postoji bar jedan neprazan cˇlan.
Dimenzija pokrivanja definira se pomoc´u pokrivacˇa prostora. Prisjetimo se:
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Kazˇemo da je familija A = (Aλ, λ ∈ Λ) podskupova Aλ skupa X pokrivacˇ
skupaX, ako jeX =
⋃
λ∈Λ
Aλ. Za pokrivacˇA kazˇemo da je konacˇan (prebrojiv)
ako je Λ konacˇan (prebrojiv). Ako je Λ′ ⊆ Λ i X = ⋃
λ∈Λ′
Aλ, onda kazˇemo da
je A0 = (Aλ, λ ∈ Λ′) potpokrivacˇ od A.
Kazˇemo da je pokrivacˇ C = (Cµ, µ ∈ M) skupa X profinjenje pokrivacˇa
A = (Aλ, λ ∈ Λ) i piˇsemo C ≤ A, ako, za svaki µ ∈ M , postoji λ ∈ Λ, tako
da je Cµ ⊆ Aλ.
Ocˇito je svaki potpokrivacˇ A0 od A ujedno i profinjenje od A.
Definicija 3.2 Neka je X normalan prostor. Dimenzija pokrivanja (ili Cˇech-
Lebesgueova dimenzija) od X, u oznaci dimX, je element skupa {−1, 0} ∪
N ∪ {∞} takav da vrijedi:
(CˇL1) dimX ≤ n , za n ∈ N ∪ {−1, 0}, ako svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ
od X ima konacˇno otvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n,
(CˇL2) dimX = n, ako dimX ≤ n i dimX > n−1, tj. ne vrijedi dimX ≤ n−1,
(CˇL3) dimX =∞, ako je dimX > n, za svaki n ∈ N ∪ {−1, 0}.
Primjetimo da je dimX = −1 ako i samo ako je X = ∅. Doista, neka je
X = (X) jednocˇlan otvoren pokrivacˇ prostora X. Jedino profinjenje tog
pokrivacˇa je sam taj pokrivacˇ. Ako je dimX = −1, onda je ord(X) ≤ −1,
tj. ord(X) = −1, pa je X = ∅.
Obratno, ako je X = ∅, onda je svaki povrivacˇ A prostora X oblika (Aλ, λ ∈
Λ), Aλ = X = ∅, za svaki λ ∈ Λ. Za svaki takav pokrivacˇ vrijedi ordA = −1,
pa je dimX = −1.
Neka su Ai = (Aiλ, λ ∈ Λi) , i ∈ {1, . . . , k} pokrivacˇi skupa X. Neka je
A1 ∧ · · · ∧ Ak := (A1λ1 ∩ · · · ∩ Akλk , (λ1, . . . , λk) ∈ Λ1 × · · · × Λk)
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familija podskupova od X. Familija A1 ∧ · · · ∧ Ak je pokrivacˇ skupa X i
profinjenje od Ai, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Naime, za svaku tocˇku x ∈ X,
postoje λ1 ∈ Λ1, . . . , λk ∈ Λk takvi da je x ∈ A1λ1 ∩ · · ·∩Akλk . Nadalje, vrijedi
da je A1µ1 ∩ · · · ∩ Akµk ⊆ Aiµi , za svaki i ∈ {1, . . . , k}, i µj ∈ Λj j = 1, . . . , k
proizvoljne.
Sˇtoviˇse, ako su Ai otvoreni (zatvoreni) pokrivacˇi topolosˇkog prostora X, za
svaki i ∈ {1, . . . , k}, onda je i A1 ∧ · · · ∧ Ak otvoren (zatvoren) pokrivacˇ od
X.
Ako je Λi konacˇan, za svaki i ∈ {1, . . . , k}, onda je A1 ∧ · · · ∧ Ak konacˇan
pokrivacˇ od X.
Neka je A = (Aλ, λ ∈ Λ) pokrivacˇ skupa Y i f : X → Y preslikavanje.
Tada je f−1(A) := (f−1(Aλ), λ ∈ Λ) pokrivacˇ skupa X.
Ako je A otvoren (zatvoren) pokrivacˇ prostora Y i f : X → Y neprekidno
preslikavanje, onda je f−1(A) otvoren (zatvoren) pokrivacˇ prostora X.
Ako je A konacˇan pokrivacˇ od Y , onda je f−1(A) konacˇan pokrivacˇ od X.
Neka je M ⊆ X podskup skupa X i A = (Aλ, λ ∈ Λ) pokrivacˇ od X.
Tada je (M ∩ Aλ, λ ∈ Λ) pokrivacˇ skupa M kojeg oznacˇavamo s A|M
Ako je ordA ≤ n, onda je ordA|M ≤ n. Naime, za n + 1 razlicˇitih cˇlanova
A1 ∩M, . . . , An+1 ∩M pokrivacˇa A|M skupa M vrijedi: ako je (A1 ∩M) ∩
· · · ∩ (An+1 ∩M) = (A1 ∩ · · · ∩An+1) ∩M 6= ∅, onda je A1 ∩ · · · ∩An+1 6= ∅.
Ako je A konacˇan pokrivacˇ od X, onda je A|M konacˇan pokrivacˇ podskupa
M .
Ako je A otvoren (zatvoren) pokrivacˇ prostora X, onda je A|M otvoren
(zatvoren) pokrivacˇ potprostora M .
Lema 3.3 Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori i neka je dimX ∈
N ∪ {−1, 0}. Tada je dimY ≤ dimX.
Dokaz. Pretpostavimo da je dimX = n. Dokazˇimo da je dimY ≤ n.
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Neka je f : X → Y homeomorfizam i A = (Ai, i ∈ {1, . . . , k}) proizvoljan
konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora Y . Tada je f−1(A) := (f−1(Ai), i ∈
{1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X. Kako je dimX ≤ n, to
postoji konacˇno otvoreno profinjenje B = (Bj, j ∈ {1, . . . ,m}) od f−1(A).
Sada je f(B) = (f(Bj), j ∈ {1, . . . ,m}) konacˇan otvoren pokrivacˇ od Y .
Nadalje, za proizvoljan j ∈ {1, . . . ,m}, postoji i ∈ {1, . . . , k} takav da je
f(Bj) ⊆ f(f−1(Ai)) = Ai,
pa je f(B) konacˇno otvoreno profinjenje od A. Dakle, dimY ≤ n = dimX.
Teorem 3.4 Dimenzija pokrivanja je topolosˇka invarijanta u klasi normal-
nih prostora.
Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori. Ako je dimX ∈
N ∪ {−1, 0}, onda je, po prethodnoj lemi, dimY ≤ dimX. Sada je, ocˇito,
dimY ∈ N ∪ {−1, 0}, pa je, po prethodnoj lemi, dimX ≤ dimY , odnosno
dimX = dimY .
Pretpostavimo, da je dimX = ∞ i dokazˇimo da je dimY = ∞. Kada
bi vrijedilo dimY = n < ∞, onda bi, po prethodno dokazanom, slijedilo
dimX = dimY = n. Dakle, dimY =∞ = dimX.
Kao i kod velike induktivne dimenzije, svaki zatvoren potprostror M nor-
malnog prostora X je dimenzije pokrivanja manje ili jednake dimenziji po-
krivanja prostora X.
Teorem 3.5 Neka je M zatvoren potprostor normalnog prostora X. Tada
je dimM ≤ dimX.
Dokaz. Tvrdnja ocˇito vrijedi ako je dimX = ∞. Pretpostavimo da je
dimX = n ∈ N ∪ {−1, 0}. Neka je U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren
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pokrivacˇ prostora M . Za i ∈ {1, . . . , k}, neka je Wi ⊆ X otvoren podskup od
X za koji vrijedi M∩Wi = Ui. Definirajmo Wk+1 := X\M . Familija (Wi, i ∈
{1, . . . , k + 1}) je, ocˇito, konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X, pa, kako je
dimX = n, to postoji konacˇno otvoreno profinjenje V = (Vi, i ∈ {1, . . . ,m})
pokrivacˇa (Wi, i ∈ {1, . . . , k + 1}) reda ordV ≤ n. Sada je V|M konacˇan
otvoren pokrivacˇ prostora M reda manjeg ili jednakog n. Pokrivacˇ V|M je
profinjenje od U . Naime, za svaki i ∈ {1, . . . ,m}, postoji j ∈ {1, . . . , k + 1}
takav da je Vi ⊆ Wj. Sada je Vi ∩M ⊆ Wj ∩M . Cˇim je Vi ∩M 6= ∅, vrijedi
j 6= k+1. Naime, u slucˇaju da je j = k+1, slijedi ∅ 6= Vi∩M ⊆ Wk+1∩M =
(X \ M) ∩ M = ∅. Ako je Vi ∩ M = ∅, onda je Vi ∩ M ⊆ Wj ∩ M , za
svaki j ∈ {1, . . . , k}. Dakle, za svaki i ∈ {1, . . . ,m}, postoji j ∈ {1, . . . , k}
takav da je Vi ∩M ⊆ Wj ∩M ⊆ Uj, tj. V|M je konacˇno otvoreno profinjenje
pokrivacˇa U reda ordV|M ≤ n. Time smo dokazali da je dimM ≤ n = dimX.
U sljedec´em teoremu navest c´emo dvije korisne karakterizacije nejedna-
kosti dimX ≤ n. U drugoj karakterizaciji koristit c´e se pojam umanjenja
pokrivacˇa.
Definicija 3.6 Za pokrivacˇ B = (Bλ, λ ∈ Λ) kazˇemo da je umanjenje po-
krivacˇa A = (Aλ, λ ∈ Λ), ako je Bλ ⊆ Aλ, za svaki λ ∈ Λ.
Napomena 3.7 Ocˇito je svako umanjenje B pokrivacˇa A ujedno i profinje-
nje pokrivacˇa A. Takoder vrijedi ordB ≤ ordA, jer Bλ1 ∩ · · · ∩ Bλn 6= ∅
povlacˇi Aλ1 ∩ · · · ∩ Aλn 6= ∅.
Teorem 3.8 Neka je X normalan prostor i n ∈ N∪{−1, 0}. Tada su sljedec´e
tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX ≤ n.
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(ii) Svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X ima otvoreno profinjenje
reda manjeg ili jednakog n.
(iii) Svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X ima otvoreno umanjenje
reda manjeg ili jednakog n.
Dokaz. (i)⇒ (ii) Ocˇito.
(ii) ⇒ (iii) Neka vrijedi (ii). Dokazˇimo da svaki konacˇan otvoren po-
krivacˇ prostora X ima otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n. Neka
je (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) proizvoljan otvoren konacˇan pokrivacˇ prostora X i
neka je V = (Vλ, λ ∈ Λ) otvoreno profinjenje od (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) takvo
da je ordV ≤ n. Bez gubitka opc´enitosti, pretpostavimo da su svi cˇlanovi
pokrivacˇa V medusobno razlicˇiti. Za svaki V ∈ V , neka je i(V ) ∈ {1, . . . , k}
takav da je V ⊆ Ui(V ). Takav i(V ) sigurno postoji, jer je V profinjenje od
(Ui, i ∈ {1, . . . , k}).
Definirajmo Wi :=
⋃{V : i(V ) = i}, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Tada je
(Wi, i ∈ {1, . . . , k}) otvoreno umanjenje od (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) jer je, za
svaki i ∈ {1, . . . , k}, Wi ⊆ Ui. Dokazˇimo da je ord(Wi, i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n.
Za svaki i ∈ {1, . . . , k}, neka je Λi := {λ ∈ Λ : i(Vλ) = i}. Tada je
{Λi : i ∈ {1, . . . , k}} particija od Λ.
Pretpostavimo da postoje medusobno razlicˇiti i1, . . . , in+2 ∈ {1, . . . , k}
takvi da su Wi1 , . . . ,Win+2 medusobno razlicˇiti i da je Wi1 ∩ · · · ∩Win+2 6= ∅.
Kako je Wij =
⋃{Vλ : λ ∈ Λij}, to postoje λi1 ∈ Λi1 , . . . , λin+2 ∈ Λin+2 takvi
da Vλi1 ∩ · · · ∩ Vλin+2 6= ∅. Skupovi Vλij , za j ∈ {1, . . . , n+ 2}, su medusobno
razlicˇiti, jer je {Λi : i ∈ {1, . . . , k}} particija od Λ i svi cˇlanovi pokrivacˇa V
su medusobno razlicˇiti. Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je ordV ≤ n.
Dakle, ne postoji n+ 2 medusobno razlicˇita cˇlanova pokrivacˇa W koji imaju
nepraznan presjek. Odatle slijedi ordW ≤ n.
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(iii) ⇒ (i) Pretpostavimo da vrijedi (iii). Dokazˇimo da je dimX ≤ n.
Kako je svako umanjenje konacˇnog pokrivacˇa, konacˇno profinjenje pocˇetnog
pokrivacˇa, to, za proizvoljan konacˇan otvoren pokrivacˇ A od X, postoji
konacˇno otvoreno profinjenje B, reda manjeg ili jednakog n, odnosno dimX ≤
n.
Nejednakost dimX ≤ nmozˇemo karakterizirati i cˇinjenicom da svaki konacˇan
otvoren pokrivacˇ prostora X ima zatvoreno profinjenje (ili umanjenje) reda
manjeg ili jednakog n. Da bismo dokazali tu karakterizaciju, potrebno je
uvesti pojam uvec´anja familije skupova.
Definicija 3.9 Neka je X topolosˇki prostor i A = (Aλ, λ ∈ Λ) familija pod-
skupova od X. Uvec´anje familije A je familija B = (Bλ, λ ∈ Λ) podskupova
od X , takva da vrijedi
(i) Aλ ⊆ Bλ , za svaki λ ∈ Λ,
(ii) Aλ1∩· · ·∩Aλk 6= ∅ ako i samo ako Bλ1∩· · ·∩Bλk 6= ∅, za svaki konacˇan
podskup {λ1, . . . , λk} ⊆ Λ.
Kazˇemo da je povev´canje B otvoreno (zatvoreno), ako je Bλ ⊆ X otvoren
(zatvoren), za svaki λ ∈ Λ.
Ako je B uvec´anje familije A, onda ocˇito vrijedi ordA = ordB.
Lema 3.10 Svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ normalnog prostora ima zatvo-
reno umanjenje.
Dokaz. Neka je U konacˇan otvoren pokrivacˇ normalnog prostora X. Tvrd-
nja je ocˇita ako je U = (X). Zato pretpostavimo da U ima k ≥ 2 cˇlanova.
Dokaz provodimo indukcijom po k. Neka je k = 2, odnosno U = (U1, U2).
Definirajmo A := X \ U1 i B := X \ U2. Skupovi A i B su zatvoreni.
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Nadalje, A ∩ B = (X \ U1) ∩ (X \ U2) = X \ (U1 ∪ U2) = ∅, pa su A i
B disjunktni. Buduc´i da je prosotr X normalan, postoje disjunktni otvo-
reni skupovi V1, V2 ⊆ X, takvi da je A ⊆ V1 i B ⊆ V2. Definirajmo
F1 := X \ V1 i F2 := X \ V2. Skupovi F1 i F2 su zatvoreni u X, te vri-
jedi F1 = X \ V1 ⊆ X \ A = U1 i F2 = X \ V2 ⊆ X \ B = U2. Nadalje,
F1∪F2 = (X \V1)∪(X \V2) = X \(V1∩V2) = X. Dakle, (F1, F2) je zatvoreno
umanjenje otvorenog pokrivacˇa (U1, U2).
Pretpostavimo da, za svaki normalan prostor Y , svaki konacˇan otvoren po-
krivacˇ prostora Y s manje od k > 2 cˇlanova, ima zatvoreno umanjenje, i neka
je U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ prostora X. Definirajmo
U ′i := Ui, za i ∈ {1, . . . , k − 2} i U ′k−1 := Uk−1 ∪ Uk.
Po pretpostavci indukcije, konacˇan otvoren pokrivacˇ (U ′i , i ∈ {1, . . . , k − 1})
ima zatvoreno umanjenje (F ′i , i ∈ {1, . . . , k−1}). Skup F ′k−1 ⊆ X je zatvoren
potprostor normalnog prostora X, pa je F ′k−1 normalan prostor. Po pretpos-
tavci indukcije, otvoren pokrivacˇ (F ′k−1 ∩Uk−1, F ′k−1 ∩Uk) prostora F ′k−1 ima
zatvoreno umanjenje (Fk−1, Fk). Primjetimo da su Fk, Fk−1 zatvoreni pod-
skupovi u X, jer su zatvoreni u zatvorenom potprostoru F ′k−1 ⊆ X od X.
Za i ∈ {1, . . . , k − 2}, neka je Fi := F ′i . Tvrdimo da je (Fi, i ∈ {1, . . . , k})
zatvoreno umanjenje pokrivacˇa U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}). Vrijedi,
k⋃
i=1
Fi =
(
k−2⋃
i=1
Fi) ∪ (Fk−1 ∪ Fk) = (
k−2⋃
i=1
F ′i ) ∪ F ′k−1 = X. Nadalje, za i ∈ {1, . . . , k − 2},
je ocˇito Fi ⊆ Ui. Za i ∈ {k−1, k} vrijedi Fi ⊆ F ′k−1∩Ui ⊆ Ui. Dakle, (Fi, i ∈
{1, . . . , k}) je zatvoreno umanjenje pokrivacˇa U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}).
Lema 3.11 Neka je X normalan prostor i (Fi, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇna fa-
milija zatvorenih podskupova Fi ⊆ X. Tada (Fi, i ∈ {1, . . . , k}) ima otvoreno
uvec´anje (Ui, i ∈ {1, . . . , k}). Nadalje, ako postoji familija (Vi, i ∈ {1, . . . , k})
otvorenih podskupova Vi ⊆ X, tako da vrijedi Fi ⊆ Vi, za svaki i ∈ {1, . . . , k},
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onda (Fi, i ∈ {1, . . . , k}) ima otvoreno uvec´anje (Wi, i ∈ {1, . . . , k}) takvo da
je ClWi ⊆ Vi, za svaki i ∈ {1, . . . , k}.
Dokaz. Neka je E1 :=
⋃{Fi1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fim : m ∈ {1, . . . , k}, i1, . . . , im ∈
{1, . . . , k}, Fi1 ∩Fi2 ∩ · · · ∩ Fim ∩F1 = ∅}. Skup E1 je zatvoren, kao konacˇna
unija zatvorenih skupova. Nadalje, F1∩E1 = ∅. Kako je X normalan prostor,
to postoji otvoren skup U1 ⊆ X takav da vrijedi F1 ⊆ U1 i ClU1 ∩ E1 = ∅.
Familija (ClU1, F2, . . . , Fk) je uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Doista,
vrijedi F1 ⊆ U1 ⊆ ClU1 i Fi ⊆ Fi, za svaki i ∈ {2, . . . , k}. Nadalje, neka
su i2, . . . , im ∈ {2, . . . , k} po volji odabrani. Pretpostavimo da je ClU1 ∩
Fi2 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅. Kada bi vrijedilo F1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fim = ∅, onda bi,
po definiciji E1, Fi2 ∩ · · · ∩ Fim bio podskup od E1. Odatle slijedi da je
ClU1∩E1 ⊇ ClU1∩Fi2∩· · ·∩Fim 6= ∅, sˇto je u kontradikciji s ClU1∩E1 = ∅.
Obratno, ako je F1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅, onda je ClU1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fim ⊇
F1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅.
Pretpostavimo da smo, za svaki i ∈ {1, . . . , n − 1}, gdje je n ∈ N, 2 ≤
n < k, definirali otvoreni skup Ui ⊆ X, tako da vrijedi Fi ⊆ Ui, i familija
(ClU1, . . . , ClUn−1, Fn, . . . , Fk) je uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Neka
je
En :=
⋃
{ClUj1 ∩ · · · ∩ ClUjl ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim : m ∈ {1, . . . , k − (n− 1)},
i1, . . . , im ∈ {n, . . . , k}, l ∈ {1, . . . , n− 1}, j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , n− 1},
ClUj1 ∩ · · · ∩ ClUjl ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim ∩ Fn = ∅}.
Skup En je zatvoren u X, te vrijedi En ∩ Fn = ∅. Kako je X normalan,
postoji otvoren skup Un ⊆ X takav da je Fn ⊆ Un i ClUn ∩ En = ∅.
Familija (ClU1, . . . , ClUn−1, ClUn, Fn+1, . . . , Fk) je uvec´anje familije (Fi, i ∈
{1, . . . , k}). Doista, vrijedi Fi ⊆ Ui ⊆ ClUi, za svaki i ∈ {1, . . . , n}. Nadalje,
neka su i1, . . . , im ∈ {n, . . . , k−n} i j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , n} po volji odabrani.
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Pretpostavimo da je ClUj1∩· · ·∩ClUjl∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅. Ako je jp 6= n, za
svaki p ∈ {1, . . . , l}, onda je Fj1 ∩ · · ·∩Fjl ∩Fi1 ∩ · · ·∩Fim 6= ∅, jer je familija
(ClU1, . . . , ClUn−1, Fn, . . . , Fk) uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Stoga,
pretpostavimo da postoji p ∈ {1, . . . , l} takav da je jp = n. Bez gubitka
opc´enitosti, pretpostavimo da je jl = n. Dokazˇimo da je Fj1 ∩ · · · ∩ Fjl−1 ∩
Fn∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅. Vrijedi ClUj1∩· · ·∩ClUjl−1∩Fn∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅.
Naime, kada bi vrijedilo ClUj1 ∩ · · · ∩ClUjl−1 ∩Fn∩Fi1 ∩ · · · ∩Fim = ∅, onda
bi, po definiciji En, vrijedilo ClUj1 ∩ · · · ∩ ClUjl−1 ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim ⊆ En.
Medutim, kako je ClUj1∩· · ·∩ClUjl−1∩ClUn∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅, to bi vrijedilo
ClUn∩En ⊇ ClUn∩ClUj1∩· · ·∩ClUjl−1∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅, sˇto je u kontradik-
ciji s ClUn∩En = ∅. Kako je familija (ClU1, . . . , ClUn−1, Fn, . . . , Fk) uvec´anje
familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}), i ClUj1 ∩ · · · ∩ ClUjl−1 ∩ Fn ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6=
∅, to je Fj1 ∩ · · · ∩ Fjl−1 ∩ Fn ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅. Obratno, ako je
Fj1∩· · ·∩Fjl∩Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅, onda je ClUj1∩· · ·∩ClUjl∩Fi1∩· · ·∩Fim ⊇
Fj1 ∩ · · · ∩ Fjl ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅. Time smo dokazali da je familija
(ClU1, . . . , ClUn−1, ClUn, Fn+1, . . . , Fk) uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}).
Ponavljajuc´i postupak, u konacˇno mnogo koraka, dolazimo do otvorenih sku-
pova Ui ⊆ X, tako da vrijedi Fi ⊆ Ui, za svaki i ∈ {1, . . . , k}, i familija
(ClUi, i ∈ {1, . . . , k}) je uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Dokazˇimo da
je (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) otvoreno uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Neka
su i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k} proizvoljni. Ako je Ui1 ∩ · · · ∩ Uim 6= ∅, onda je i
ClUi1 ∩ · · · ∩ ClUim ⊇ Ui1 ∩ · · · ∩ Uim 6= ∅. Kako je (ClUi, i ∈ {1, . . . , k})
uvec´anje familije (Fi, i ∈ {1, . . . , k}), to je Fi1 ∩· · ·∩Fim 6= ∅. Obratno, pret-
postavimo da je Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅. Tada je Ui1∩· · ·∩Uim ⊇ Fi1∩· · ·∩Fim 6= ∅.
Pretpostavimo da je (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) familija otvorenih podskupova
Vi ⊆ X tako da vrijedi Fi ⊆ Vi, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Za svaki i ∈
{1, . . . , k}, neka je Wi ⊆ X otvoren podskup od X takav da vrijedi Fi ⊆
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Wi ⊆ ClWi ⊆ Ui ∩ Vi. Neka su i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k} proizvoljni. Ako je
Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅, onda je Wi1 ∩ · · · ∩Wim ⊇ Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅. Ako je
Wi1 ∩ · · · ∩Wim 6= ∅, onda je Ui1 ∩ · · · ∩ Uim ⊇ Wi1 ∩ · · · ∩Wim 6= ∅, pa je i
Fi1 ∩ · · · ∩ Fim 6= ∅. Time je lema u potpunosti dokazana.
Propozicija 3.12 Neka je X normalan prostor i n ∈ N ∪ {−1, 0}. Tada su
sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX ≤ n.
(ii) Svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X ima zatvoreno umanjenje
reda manjeg ili jednakog n.
(iii) Svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X ima konacˇno zatvoreno pro-
finjenje reda manjeg ili jednakog n.
Dokaz. (i) ⇒ (ii) Pretpostavimo da je dimX ≤ n i neka je (Ui, i ∈
{1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X. Tada, po Teoremu 3.8,
(Ui, i ∈ {1, . . . , k}) ima otvoreno umanjenje (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) reda manjeg
ili jednakog n. Po Lemi 3.10, (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) ima zatvoreno umanjenje
(Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Po Napomeni 3.7, vrijedi ord(Fi, i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n.
Kako je Fi ⊆ Vi , za svaki i ∈ {1, . . . , k}, to , po prethodnoj lemi, postoji
otvoreno uvec´anje (Wi, i ∈ {1, . . . , k}) od (Fi, i ∈ {1, . . . , k}) takvo da je
ClWi ⊆ Vi, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Sada, za svaki i ∈ {1, . . . , k}, vrijedi
ClWi ⊆ Vi ⊆ Ui. Kako je (Fi, i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ prostora X, to je i
(ClWi, i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ od X. Dakle, (ClWi, i ∈ {1, . . . , k}) je uma-
njenje pokrivacˇa (Vi, i ∈ {1, . . . , k}), pa je ord(ClWi, i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n.
(ii)⇒ (iii) Ocˇito.
(iii)⇒ (i). Pretpostavimo da svaki konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X
ima konacˇno zatvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n. Dokazˇimo da
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je dimX ≤ n. Po Teoremu 3.8, dovoljno je dokazati da svaki konacˇan otvoren
pokrivacˇ prostora X ima konacˇno otvoreno profinjenje reda manjeg ili jed-
nakog n. Neka je (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X.
Po (iii), postoji konacˇno zatvoreno profinjenje (Fi, i ∈ {1, . . . ,m}) pokrivacˇa
(Ui, i ∈ {1, . . . , k}) reda manjeg ili jednakog n. Za svaki i ∈ {1, . . . ,m},
neka je ji ∈ {1, . . . , k} takav da je Fi ⊆ Uji . Po prethodnoj lemi, postoji
otvoreno uvec´anje (Wi, i ∈ {1, . . . ,m}) od (Fi, i ∈ {1, . . . ,m}) takvo da je
ClWi ⊆ Uji , za svaki i ∈ {1, . . . ,m}. Familija (Wi, i ∈ {1, . . . ,m}) je po-
krivacˇ prostora X jer je (Fi, i ∈ {1, . . . ,m}) pokrivacˇ od X. Nadalje, vrijedi
ord(Wi, i ∈ {1, . . . ,m}) ≤ n jer je (Wi, i ∈ {1, . . . ,m}) uvec´anje pokrivacˇa
(Fi, i ∈ {1, . . . ,m}). Dakle, (Wi, i ∈ {1, . . . ,m}) je otvoreno profinjenje
pokrivacˇa (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) reda manjeg ili jednakog n.
Za metrizabilne prostore vrijedi jacˇa tvrdnja od Teorema 3.8.
Propozicija 3.13 Neka je X metrizabilan prostor i n ∈ N ∪ {−1, 0}. Tada
su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX ≤ n.
(ii) Svaki otvoren pokrivacˇ prostora X ima otvoreno profinjenje reda manjeg
ili jednakog n.
U dokazu (i) ⇒ (ii) propozicije c´emo od proizvoljnog otvorenog pokrivacˇa
V prostora X prvo uzeti lokalno konacˇno otvoreno profinjenje U , a zatim
konstruirati profinjenje pokrivacˇa U koje c´e biti reda manjeg ili jednakog n.
Prisjetimo se:
Neka je X topolosˇki prostor i A mnozˇina podskupova od X. Kazˇemo da
je mnozˇina A lokalno konacˇna, ako, za svaku tocˇku x ∈ X, postoji okolina
U ⊆ X tocˇke x takva da U sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo elemenata mnozˇine
A.
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Kazˇemo da je mnozˇina A σ-lokalno konacˇna (ili prebrojivo lokalno konacˇna),
ako postoji prebrojiva familija (An, n ∈ N) lokalno konacˇnacˇnih mnozˇina An
podskupova od X, tako da vrijedi A = ⋃
n∈N
An.
Neka je B = (Bλ, λ ∈ Λ) familija podskupova od X. Kazˇemo da je familija
B lokalno konacˇna ako je mnozˇina {Bλ : λ ∈ Λ} lokalno konacˇna.
Kazˇemo da je familija B prebrojivo lokalno konacˇna ako je mnozˇina {Bλ :
λ ∈ Λ} prebrojivo lokalno konacˇna.
Ako su svi cˇlanovi familije B medusobno razlicˇiti, onda je familija B lokalno
konacˇna ako i samo ako, za svaku tocˇku x ∈ X, postoji okolina U ⊆ X tocˇke
x takva da U sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo cˇlanova familije B.
Nadalje, ako je familija B = (Bλ, λ ∈ Λ) lokalno konacˇna i za familiju C =
(Cλ, λ ∈ Λ) vrijedi
Cλ ⊆ Bλ, za svaki λ ∈ Λ,
onda je familija C lokalno konacˇna. Za lokalno konacˇne mnozˇine vrijedi:
Lema 3.14 Neka je A = {Aλ, λ ∈ Λ} lokalno konacˇna mnozˇina podskupova
od X. Tada vrijedi:
(a) Svaka podmnozˇina od A je lokalno konacˇna.
(b) Mnozˇina B = {ClAλ : λ ∈ Λ} je lokalno konacˇna.
(c) Cl(
⋃
λ∈Λ
Aλ) =
⋃
λ∈Λ
ClAλ
U metrizabilnim prostorima svaki otvoren pokrivacˇ ima otvoreno prebro-
jivo lokalno konacˇno profinjenje. Dokazˇimo josˇ i da svaki otvoren pokrivacˇ
ima otvoreno lokalno konacˇno profinjenje.
Lema 3.15 Neka je X metrizabilan prostor. Tada svaki otvoren pokrivacˇ
prostora X ima otvoreno lokalno konacˇno profinjenje.
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Dokaz. Dokaz provodimo u tri koraka. U prvom koraku dokazujemo da svaki
otvoren pokrivacˇ prostora X ima lokalno konacˇno profinjenje, u drugom da
svaki otvoren pokrivacˇ prostora X ima zatvoreno lokalno konacˇno profinjenje
i naposljetku, u trec´em koraku, da svaki otvoren pokrivacˇ prostora X ima
otvoreno lokalno konacˇno profinjenje.
1. korak
Neka je U proizvoljan otvoren pokrivacˇ od X. Neka je A = (Aµ, µ ∈ M)
otvoreno σ-lokalno konacˇno profinjenje od U i neka je (An, n ∈ N) prebrojiva
familija lokalno konacˇnih mnozˇina An podskupova od X, tako da vrijedi
{Aµ : µ ∈M} =
⋃
n∈N
An.
Za svaki i ∈ N, definirajmo
Vi :=
⋃
A∈Ai
A,
i, za svaki n ∈ N i svaki A ∈ An, definirajmo
Sn(A) := A \
⋃
i<n
Vi ⊆ A
Neka je
Bn = {Sn(A) : A ∈ An}.
Tvrdimo da je familija C := (Sn(A), A ∈ An, n ∈ N) lokalno konacˇno pro-
finjenje pokrivacˇa A, a time ujedno i lokalno konacˇno profinjenje pokrivacˇa
U .
Neka je x ∈ X proizvoljan i n(x) := min{n ∈ N : x ∈ ⋃An} (minimum
ovog skupa sigurno postoji jer je A pokrivacˇ prostora X i {Aµ : µ ∈ M} =⋃
n∈N
An, pa je {n ∈ N : x ∈
⋃An} neprazan podskup skupa N). Tada postoji
D ∈ An(x) takav da je x ∈ D. Iz definicije Vi, za i < n(x) i Sn(x)(D) slijedi
x ∈ Sn(x)(D). Time smo dokazali da je C pokrivacˇ prostora X. Nadalje, kako
je Sn(A) ⊆ A, za svaki n ∈ N i svaki A ∈ An, to je C profinjenje od A.
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Dokazˇimo josˇ da je C lokalno konacˇna familija. Kako je An lokalno konacˇna
mnozˇina, za svaki n ∈ N, to, za svaki n ∈ {1, . . . , n(x)}, postoji okolina Wn
od x koja sijecˇe samo konacˇno mnogo elemenata An. Za proizvoljni A ∈ An,
ako je Wn∩Sn(A) 6= ∅, onda je Wn∩A 6= ∅, jer je Sn(A) ⊆ A. Dakle, za svaki
n ∈ {1, . . . , n(x)}, Wn sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo elemenata Bn. Nadalje,
kako je D ∈ An(x), to D ne sijecˇe niti jedan element iz Bn, za n > n(x). Iz
toga slijedi da za okolinu
W1 ∩ . . .Wn(x) ∩D
tocˇke x vrijedi da sijecˇe samo konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa C, pa je C,
uistinu, lokalno konacˇno profinjenje pokrivacˇa A.
2. korak
Neka je U proizvoljan otvoren pokrivacˇ od X. Kako je X metrizabilan
prostor, to je X regularan. Iz karakterizacije regularnosti 1.12, slijedi da U
ima otvoreno profinjenje V tako da, za svaki cˇlan V pokrivacˇa V , postoji cˇlan
U pokrivacˇa U , takav da je
V ⊆ ClV ⊆ U.
Neka je (Gγ, γ ∈ Γ) lokalno konacˇno profinjenje od V .
Tada je (ClGγ, γ ∈ Γ) zatvoreno lokalno konacˇno profinjenje od U . Doista,
ocˇito je (ClGγ, γ ∈ Γ) zatvoren pokrivacˇ prostora X. Nadalje, za svaki γ ∈ Γ,
postoji cˇlan V pokrivacˇa V takav da je ClGγ ⊆ V , a za V postoji cˇlan U
pokrivacˇa U takav da je
ClGγ ⊆ ClV ⊆ U
Dakle, (ClGγ, γ ∈ Γ) je zatvoreno profinjenje od U . Kako je (Gγ, γ ∈ Γ)
lokalno konacˇna familija, to je, po prethodnoj lemi, i (ClGγ, γ ∈ Γ) lokalno
konacˇna familija. Time smo dokazali da je (ClGγ, γ ∈ Γ) zatvoreno lokalno
konacˇno profinjenje od U .
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3. korak
Neka je U = (Uα, α ∈ A) proizvoljan otvoren pokrivacˇ od X. Po pret-
hodnom koraku, postoji zatvoreno lokalno konacˇno profinjenje (Fβ, β ∈ B)
od U . Bez gubitka opc´enitosti, pretpostavimo da su svi cˇlanovi pokrivacˇa
(Fβ, β ∈ B) medusobno razlicˇiti. Za svaki x ∈ X, postoji otvorena okolina
Wx koja sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa (Fβ, β ∈ B). Fami-
lija (Wx, x ∈ X) je otvoren pokrivacˇ od X. Po prethodnom koraku, postoji
zatvoreno lokalno konacˇno profinjenje (Gγ, γ ∈ Γ) od (Wx, x ∈ X). Ocˇito,
svaki Gγ, sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa (Fβ, β ∈ B).
Za svaki β ∈ B, definirajmo
Vβ := X \
⋃
{Gγ : γ ∈ Γ, Gγ ∩ Fβ = ∅}.
Po prethodnoj lemi, mnozˇina {Gγ : γ ∈ Γ, Gγ ∩Fβ = ∅} je lokalno konacˇna i
Cl(
⋃{Gγ : γ ∈ Γ, Gγ ∩ Fβ = ∅}) = ⋃
γ∈Γ,Gγ∩Fβ=∅
ClGγ =
⋃
γ∈Γ,Gγ∩Fβ=∅
Gγ, pa je⋃{Gγ : γ ∈ Γ, Gγ ∩ Fβ = ∅} zatvoren skup, odnosno Vβ otvoren skup u X,
za svaki β ∈ B. Nadalje, vrijedi Fβ ⊆ Vβ, za svaki β ∈ B, pa je (Vβ, β ∈ B)
otvoren pokrivacˇ prostora X.
Dokazˇimo da je (Vβ, β ∈ B) lokalno konacˇna familija. Neka je x ∈ X
proizvoljan i W okolina od x u X koja sijecˇe samo konacˇno mnogo elemenata
Gγ1 , . . . , Gγk mnozˇine {Gγ, γ ∈ Γ}. Kako je (Gγ, γ ∈ Γ) pokrivacˇ prostora
X, to je W ⊆ Gγ1 ∪ · · · ∪Gγk . Dakle, dovoljno je dokazati da svaki cˇlan Gγ
pokrivacˇa (Gγ, γ ∈ Γ) sijecˇe konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa (Vβ, β ∈ B).
Ako je Gγ ∩ Vβ 6= ∅, onda je, po definiciji Vβ, Gγ ∩ Fβ 6= ∅. Kako svaki Gγ
sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa (Fβ, β ∈ B), zakljucˇujemo da
svaki cˇlan Gγ pokrivacˇa (Gγ, γ ∈ Γ) sijecˇe konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa
(Vβ, β ∈ B).
Pokrivacˇ (Vβ, β ∈ B) ne mora nuzˇno biti profinjenje od U . Kako je
(Fβ, β ∈ B) profinjenje od U , to, za svaki Fβ, postoji cˇlan Uα(β) pokrivacˇa U
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takav da je Fβ ⊆ Uα(β). Definirajmo:
H := (Vβ ∩ Uα(β), β ∈ B).
FamilijaH je lokalno konacˇna, jer je Vβ∩Uα(β) ⊆ Vβ, za svaki β ∈ B. Nadalje,
H je pokrivacˇ prostora X, jer, za proizvoljan x ∈ X, postoji β ∈ B takav da
je x ∈ Fβ ⊆ Vβ ∩ Uα(β). Ocˇito je H otvoreno profinjenje od U . Time smo
dokazali da je H otvoreno lokalno konacˇno profinjenje od U .
Lema 3.16 Neka je U = (Uλ, λ ∈ Λ) otvoren pokrivacˇ normalnog prostora
X, n ∈ N∪{−1, 0} i F ⊆ X zatvoren podskup od X, takav da je dimF ≤ n i
F sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa U . Tada postoji otvoreno
umanjenje V od U takvo da vrijedi ord(V|F ) ≤ n.
Dokaz. Neka je Λ′ ⊆ Λ takav da je F ∩Uλ 6= ∅, za svaki λ ∈ Λ′, i F ∩Uλ = ∅,
za svaki λ ∈ Λ \ Λ′. Familija (F ∩ Uλ, λ ∈ Λ′) je konacˇan otvoren pokrivacˇ
prostora F , pa, po Teoremu 3.8 , (F ∩ Uλ, λ ∈ Λ′) ima otvoreno umanjenje
W = (Wλ, λ ∈ Λ′) reda manjeg ili jednakog n. Za svaki λ ∈ Λ′ postoji
otvoren skup W ′λ ⊆ X u X takav da je W ′λ ∩ F = Wλ. Za svaki λ ∈ Λ,
definirajmo
Vλ := (Uλ \ F ) ∪ (Uλ ∩W ′λ), ako je λ ∈ Λ′,
Vλ := ∅, ako je λ ∈ Λ \ Λ′.
Tvrdimo da je V := (Vλ, λ ∈ Λ) otvoreno umanjenje od U i ord(V|F ) ≤ n.
Ocˇito je Vλ ⊆ X otvoren u X, za svaki λ ∈ Λ. Dokazˇimo da je V pokrivacˇ
prostora X. Neka je x ∈ X proizvoljan. Ako je x ∈ F , onda postoji λ ∈ Λ
takav da je x ∈ Wλ. Kako je Wλ = F ∩W ′λ ⊆ W ′λ i Wλ ⊆ Uλ, to je
x ∈ W ′λ ∩ Uλ ⊆ Vλ.
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Ako vrijedi x /∈ F , onda je, zato sˇto postoji λ ∈ Λ takav da je x ∈ Uλ,
x ∈ Uλ \ F ⊆ Vλ. Dakle, V je otvoren pokrivacˇ prostora X. Nadalje, kako je
Vλ ∩ F = Uλ ∩W ′λ ∩ F = Wλ, vrijedi ord(V|F ) ≤ n.
Koriˇstenjem prethodne dvije leme mozˇemo dokazati propoziciju:
Dokaz Propozicije 3.13. (i)⇒ (ii) Pretpostavimo da je dimX ≤ n. Neka
je U otvoren pokrivacˇ prostora X. Tada postoji otvoreno lokalno konacˇno
profinjenje V = (Vλ, λ ∈ Λ) od U . Bez gubitka opc´enitosti, pretpostavimo da
su svi cˇlanovi pokrivacˇa V medusobno razlicˇiti. Neka je T ⊆ P (Λ) mnozˇina
svih konacˇnih nepraznih podskupova od Λ. Za svaki T ∈ T , definirajmo:
FT :=
(⋂
λ∈T
ClVλ
)
∩
(⋂
λ/∈T
(X \ Vλ)
)
.
Ocˇito je FT ⊆ X zatvoren, pa je, po Teoremu 3.5, dimFT ≤ dimX, za
svaki T ∈ T . Familija F := (FT , T ∈ T ) je zatvoren pokrivacˇ prostora
X. Nadalje, FT sijecˇe samo konacˇno cˇlanova pokrivacˇa V , za svaki T ∈ T .
Kako je V lokalno konacˇan, to, za svaki x ∈ X, postoji okolina Wx tocˇke x
takva da Wx sijecˇe konacˇno mnogo cˇlanova pokrivacˇa V . Neka je T0 ⊆ Λ
konacˇan podskup od Λ takav da je Wx∩Vλ = ∅, za svaki λ ∈ Λ \T0. Tada je
IntWx ∩ Vλ ⊆ Wx ∩ Vλ = ∅, pa je i IntWx ∩ ClVλ = ∅, za svaki λ ∈ T0. Ako
je IntWx ∩ FT 6= ∅, onda je T ⊆ T0, po definiciji od FT . Dakle, pokrivacˇ F
je lokalno konacˇan.
Dodajmo F0 = ∅ pokrivacˇu F i poslozˇimo cˇlanove pokrivacˇa u transfi-
nitni niz F0, F1, . . . , Fα, . . . , α ≤  , tipa  + 1. Induktivno c´emo definirati
transfinitni niz U0,U1, . . . ,Uα, . . . , α ≤ , otvorenih pokrivacˇa prostora X,
gdje je Uα = (Uαλ , λ ∈ Λ), tako da vrijedi:
Uαλ ⊆ Uβλ , za α > β ≥ 0 i U0λ ⊆ Vλ, za svaki λ ∈ Λ, (3.1)
ord(Fα ∩ Uαλ , λ ∈ Λ) ≤ n, (3.2)
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Uβλ \ Uαλ ⊆
⋃
β≤γ≤α
Fγ, za svaki β < α i za svaki λ ∈ Λ. (3.3)
Za svaki λ ∈ Λ, definirajmo U0λ := Vλ i U0 := (U0λ , λ ∈ Λ). Tada za U0 vrijedi
3.1,3.2 i 3.3.
Pretpostavimo da smo definirali otvorene pokrivacˇe Uα za svaki α < α0 tako
da vrijedi 3.1,3.2 i 3.3.
Definirajmo Wα0 := (Wα0λ , λ ∈ Λ), gdje je
Wα0λ :=
⋂
α<α0
Uαλ , λ ∈ Λ.
Tvrdimo da je Wα0 otvoren pokrivacˇ postora X. Ovo je ocˇito ako α0 ima
neposrednog prethodnika , tj. ako postoji α takav da je α < α0 i skup
{β : β je redni broj i α < β < α0} je prazan, jer je u tom slucˇaju zbog 3.1
Wα0λ = U
α
λ , za svaki λ ∈ Λ. Zato pretpostavimo da α0 nema neposrednog
prethodnika. Skup {β : β je redni broj i α < β < α0} je beskonacˇan, za svaki
α < α0. Doista, kad bi {β : β je redni broj i α < β < α0} bio konacˇan, onda
bi postojao max{β : β je redni broj i α < β < α0} koji bi bio neposredni
prethodnik od α0. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka. Kako je F lokalno
konacˇan, to postoji okolina U ⊆ X tocˇke x koja sijecˇe samo konacˇno mnogo
cˇlanova pokrivacˇa F . Kako je {β : β je redni broj i α < β < α0} beskonacˇan,
za svaki α < α0, to postoji redni broj β takav da je β < α0 i U ∩ Fγ = ∅, za
svaki redni broj γ, takav da je β ≤ γ < α0. Kako je Uβ pokrivacˇ prostora X,
to postoji λ ∈ Λ takav da je x ∈ Uβλ . Iz 3.3 slijedi
Uβλ \ Uαλ ⊆
⋃
β≤γ≤α
Fγ, β < α < α0
Odavde slijedi da je Uβλ∩U ⊆ Uαλ , kad god je β < α < α0, jer je U∩
⋃
β≤γ≤α
Fγ =
∅, kad god je β < α < α0. Dakle, vrijedi x ∈ U ∩ Uβλ ⊆ Uαλ , za svaki redni
broj α takav da je β < α < α0. Zbog 3.1 je x ∈ Wα0λ , pa je Wα0 pokrivacˇ
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prostora X. Nadalje, Wα0λ je otvoren, za svaki λ ∈ Λ, jer, za svaku tocˇku
x ∈ Wα0λ ⊆ X, postoji otvoren skup U ∩ Uβλ takav da je x ∈ U ∩ Uβλ ⊆ Wα0λ .
Dakle, Wα0 je otvoren pokrivacˇ prostora X.
Dokazˇimo daWα0 ima otvoreno umanjenje Vα0 , takvo da je ord(Vα0|Fα0) ≤
n. Primjetimo da svaki cˇlan pokrivacˇa F sijecˇe najviˇse konacˇno mnogo
cˇlanova pokrivacˇaWα0 . Uistinu, kada bi Fα sjekao beskonacˇno mnogo cˇlanova
pokrivacˇa Wα0 , iz definicije Wα0 bi slijedilo da Fα sijecˇe beskonacˇno mnogo
cˇlanova pokrivacˇa U0 = V . Sada, iz Leme 3.16, slijedi da postoji otvoreno
umanjenje Vα0 od Wα0 , takvo da vrijedi ord(Vα0|Fα0) ≤ n.
Za svaki λ ∈ Λ, definirajmo
Uα0λ := (W
α0
λ \ Fα0) ∪ V α0λ ,
i Uα0 := (Uα0λ , λ ∈ Λ). Tvrdimo da je Uα0 otvoren pokrivacˇ prostora X koji
zadovoljava uvjete 3.1,3.2,3.3, u slucˇaju α = α0. Za svaki λ ∈ Λ, je Uα0λ
otvoren i nadskup skupa V α0λ , pa je ,ocˇito , Uα0 otvoren pokrivacˇ prostora
X. Neka je β proizvoljan redni broj manji od α0 i λ0 ∈ Λ po volji odabran.
Vrijedi, Uα0λ0 = (W
α0
λ0
\Fα0)∪V α0λ0 ⊆ Wα0λ0 ⊆ Uβλ0 . Nadalje, kako je Fα0∩Uα0λ0 =
V α0λ0 ∩ Fα0 i ord(Vα0|Fα0) ≤ n, to je ord(Fα0 ∩ Uα0λ , λ ∈ Λ) ≤ n. Dakle, za
α = α0 vrijede uvjeti 3.1 i 3.2. Dokazˇimo da vrijedi i 3.3. Pretpostavimo
suprotno, tj. neka postoji redni broj β < α0, λ ∈ Λ i tocˇka x ∈ X tako da
vrijedi x ∈ Uβλ , x /∈ Uα0λ i x /∈
⋃
β≤γ≤α0
Fγ. Posebno vrijedi x /∈ Fα0 , pa iz x /∈
Uα0λ slijedi x /∈ Wα0λ =
⋂
α<α0
Uαλ . Dakle, postoji redni broj α < α0, takav da je
x /∈ Uαλ . Kako je Uβλ ⊆ Uγλ , za svaki redni broj γ < β, i x ∈ Uβλ , zakljucˇujemo
da je β < α < α0. Sada, iz 3.3, slijedi x ∈ Uβλ \ Uαλ ⊆
⋃
β≤γ≤α
Fγ. Dakle,
vrijedi x ∈ ⋃
β≤γ≤α
Fγ ⊆
⋃
β≤γ≤α0
Fγ, sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom
x /∈ ⋃
β≤γ≤α0
Fγ. Dakle, dokazali smo da za otvoren pokrivacˇ Uα0 vrijede uvjeti
3.1,3.2 i 3.3. Time smo konstruirali trazˇeni transfinitni niz U0,U1, . . . ,Uα, . . . ,
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α ≤  otvorenih pokrivacˇa prostora X.
Pokrivacˇ U je umanjenje pokrivacˇa V , jer je U λ ⊆ U0λ = Vλ, za svaki
λ ∈ Λ. Nadalje, za proizvoljne k ∈ N i λ1, . . . , λk ∈ Λ, je U λ1 ∩ · · · ∩ U λk =
(U λ1 ∩· · ·∩U λk)∩ (
⋃
0≤α≤
Fα) =
⋃
0≤α≤
(U λ1 ∩· · ·∩U λk ∩Fα) ⊆
⋃
0≤α≤
(Uαλ1 ∩· · ·∩
Uαλk ∩Fα). Kako je ord(Fα ∩Uαλ , λ ∈ Λ) ≤ n, za svaki redni broj α, takav da
je 0 ≤ α ≤ , to je ordU ≤ n. Dakle, U je otvoreno profinjenje pokrivacˇa V ,
a time i U , reda manjeg ili jednakog n.
(ii)⇒ (i) Ocˇito.
Sljedec´i teorem nam govori o tome da je za provjeru nejednakosti dimX ≤
n dovoljno promatrati pokrivacˇe od X s n+ 2 medusobno razlicˇitih cˇlanova.
Teorem 3.17 Neka je X normalan prostor i n ∈ N ∪ {−1, 0}. Vrijedi
dimX ≤ n ako i samo ako, svaki otvoren pokrivacˇ (Ui, i ∈ {1, . . . , n + 2})
od X s n + 2 medusobno razlicˇita cˇlana, ima otvoreno umanjenje (Wi, i ∈
{1, . . . , n+ 2}) reda manjeg ili jednakog n.
Prije samog dokaza teorema dokazat c´emo pomoc´nu lemu koju c´emo ko-
ristiti u dokazu teorema:
Lema 3.18 Neka je V = (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ
topolosˇkog prostora X. Tada postoji otvoreno umanjenje V ′ = (V ′i , i ∈
{1, . . . , k}) od V takvo da, za svako otvoreno umanjenje U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k})
od V ′ vrijedi
V ′i1 ∩ · · · ∩ V ′im 6= ∅ ⇒ Ui1 ∩ · · · ∩ Uim 6= ∅, (3.4)
za svaki m ∈ {1, . . . , k} i i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}.
Dokaz. Neka je A(V) := {(V λi , i ∈ {1, . . . , k}) : λ ∈ Λ} kolekcija svih
otvorenih umanjenja od V . Ako, za svaki λ ∈ Λ i svaki m ∈ {1, . . . , k} i
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i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}, vrijedi da je V λi1∩· · ·∩V λim 6= ∅, cˇim je Vi1∩· · ·∩Vim 6= ∅.
onda je V ′ := V trazˇeno otvoreno umanjenje od V .
Pretpostavimo da postoje λ1 ∈ Λ, m0 ∈ {1, . . . , k} i i01, . . . , i0m0 ∈ {1, . . . , k}
takvi da je V λ1
i01
∩· · ·∩V λ1i0m0 = ∅ i Vi01 ∩· · ·∩Vi0m0 6= ∅. Stavimo V1 := (V
λ1
i , i ∈
{1, . . . , k}).
Neka je sada A(V1) := {(V λi , i ∈ {1, . . . , k}) : λ ∈ Λ1 ⊆ Λ} ⊆ A(V)
kolekcija svih otvorenih umanjenja od V1. Kako je V λ1i01 ∩ · · · ∩ V
λ1
i0m
= ∅, to,
za svako otvoreno umanjenje U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) od V1 vrijedi :
V λ1
i01
∩ · · · ∩ V λ1i0m0 6= ∅ ⇒ Ui01 ∩ · · · ∩ Ui0m0 6= ∅.
Ako, za svaki λ ∈ Λ1 i svaki m ∈ {1, . . . , k} i i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}, vrijedi
da je V λi1 ∩ · · · ∩V λim 6= ∅, cˇim je V λ1i1 ∩ · · · ∩V λ1im 6= ∅, onda je V ′ := V1 trazˇeno
otvoreno umanjenje od V .
Pretpostavimo da postoje λ2 ∈ Λ, m1 ∈ {1, . . . , k} i i11, . . . , i1m1 ∈ {1, . . . , k}
takvi da je V λ2
i11
∩· · ·∩V λ2i1m1 = ∅ i V
λ1
i11
∩· · ·∩V λ1i1m1 6= ∅. Stavimo V2 := (V
λ2
i , i ∈
{1, . . . , k}). Ocˇito vrijedi {i11, . . . , i1m1} 6= {i01, . . . , i0m0} jer je Vi11∩· · ·∩Vi1m1 6= ∅
i V λ1
i01
∩ · · · ∩ V λ1i0m0 = ∅.
Kako je V2 umanjenje od V1, to je V λ2i01 ∩ · · · ∩ V
λ2
i0m0
⊆ V λ1
i01
∩ · · · ∩ V λ1i0m0 = ∅.
Nadalje, vrijedi V λ2
i11
∩ · · · ∩ V λ2i1m1 = ∅, pa, za svako otvoreno umanjenje
U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) od V2 vrijedi :
V λ2
i01
∩ · · · ∩ V λ2i0m0 6= ∅ ⇒ Ui01 ∩ · · · ∩ Ui0m0 6= ∅,
V λ2
i11
∩ · · · ∩ V λ2i1m1 6= ∅ ⇒ Ui11 ∩ · · · ∩ Ui1m1 6= ∅.
Kako je {1, . . . , k} konacˇan, to postoji samo konacˇno mnogo izbora za m ∈
{1, . . . , k} i i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}. Dakle, u konacˇno mnogo koraka, ponav-
ljajuc´i gornji postupak mozˇemo doci do otvorenog umanjenja V ′ = (V ′i , i ∈
{1, . . . , k}) od V takvog da, za svako otvoreno umanjenje U = (Ui, i ∈
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{1, . . . , k}) od V ′ vrijedi :
V ′i1 ∩ · · · ∩ V ′im 6= ∅ ⇒ Ui1 ∩ · · · ∩ Uim 6= ∅,
za svaki m ∈ {1, . . . , k} i i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}.
Dokaz teorema 3.17 . Pokazˇimo da svaki normalan prostor X takav da
je dimX > n ima otvoren pokrivacˇ (Ui, i ∈ {1, . . . , n+2}) s n+2 medusobno
razlicˇita cˇlana takav da, za svako otvoreno umanjenje (Wi, i ∈ {1, . . . , n+2})
od (Ui, i ∈ {1, . . . , n + 2}), vrijedi
n+2⋂
i=1
Wi 6= ∅. Neka je dimX > n. Po
Teoremu 3.8, postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ V = (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) od
X koji nema otvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n. Tada V nema
ni otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n. Bez gubitka opc´enitosti,
pretpostavimo da su svi cˇlanovi od V medusobno razlicˇiti.
Po prethodnoj lemi, V ima otvoreno umanjenje V ′ = (V ′i , i ∈ {1, . . . , k})
takvo da, za svako otvoreno umanjenje U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) od V ′ vrijedi:
V ′i1 ∩ · · · ∩ V ′im 6= ∅ ⇒ Ui1 ∩ · · · ∩ Uim 6= ∅,
za svaki m ∈ {1, . . . , k} i i1, . . . , im ∈ {1, . . . , k}.
Kako V nema otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n, to je ordV ′ > n.
Odavde slijedi da postoje i1, . . . , in+2 ∈ {1, . . . , k} takvi su V ′i1 , . . . , V ′in+2
medusobno razlicˇiti i da je
n+2⋂
j=1
V ′ij 6= ∅.
Bez gubitka opc´enitosti, mozˇemo pretpostaviti
n+2⋂
i=1
V ′i 6= ∅.
Za i ∈ {1, . . . , k}, neka je
Ui :=

V ′i , i ∈ {1, . . . , n+ 1}
k⋃
j=n+2
V ′j , i = n+ 2.
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Familija (Ui, i ∈ {1, . . . , n+2}) je otvoreni pokrivacˇ prostora X jer je (V ′i , i ∈
{1, . . . , k}) otvoreni pokrivacˇ od X. Nadalje, vrijedi Un+2 6= Ui, za svaki
i ∈ {1, . . . , n+ 1}, jer bi, u suprotnom, (Ui, i ∈ {1, . . . , n+ 1}) bilo otvoreno
profinjenje od V takvo da je ord(Ui, i ∈ {1, . . . , n + 1}) ≤ n, sˇto je u kon-
tradikciji s pretpostavkom da V nema takvih otvorenih profinjenja. Dakle,
cˇlanovi pokrivacˇa (Ui, i ∈ {1, . . . , n+ 2}) su svi medusobno razlicˇiti.
Tvrdimo da, za svako otvoreno umanjenje (Wi, i ∈ {1, . . . , n+2}) od (Ui, i ∈
{1, . . . , n+ 2}), vrijedi
n+2⋂
i=1
Wi 6= ∅. Neka je (Wi, i ∈ {1, . . . , n+ 2}) otvoreno
umanjenje od (Ui, i ∈ {1, . . . , n+ 2}).
Otvoreni pokrivacˇ
(W1,W2, . . . ,Wn+1,Wn+2 ∩ V ′n+2,Wn+2 ∩ V ′n+3, . . . ,Wn+2 ∩ V ′k)
prostora X je otvoreno umanjenje pokrivacˇa V ′. Buduc´i da je
n+2⋂
i=1
V ′i 6= ∅,
to je i
(
n+1⋂
i=1
Wi) ∩ (Wn+2 ∩ Vn+2) 6= ∅,
a odavde slijedi
n+2⋂
i=1
Wi ⊇ (
n+1⋂
i=1
Wi) ∩ (Wn+2 ∩ Vn+2) 6= ∅.
Dokazˇimo sada tvrdnju teorema.
Pretpostavimo da je dimX ≤ n i neka je (Ui, i ∈ {1, . . . , n+ 2}) proizvoljan
otvoren pokrivacˇ od X. Po Teoremu 3.8, postoji otvoreno umanjenje (Wi, i ∈
{1, . . . , n+ 2}) od (Ui, i ∈ {1, . . . , n+ 2}) reda manjeg ili jednakog n.
Obratno, pretpostavimo da, za svaki otvoren pokrivacˇ (Ui, i ∈ {1, . . . , n+
2}) cˇiji su cˇlanovi medusobno razlicˇiti, postoji otvoreno umanjenje (Wi, i ∈
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{1, . . . , n+2}) od (Ui, i ∈ {1, . . . , n+2}) reda manjeg ili jednakog n. Kada bi
vrijedilo dimX > n, onda bi, po prethodno dokazanom, vrijedilo da postoji
otvoren pokrivacˇ (Ui, i ∈ {1, . . . , n + 2}) s n + 2 medusobno razlicˇita cˇlana
takav da, za svako otvoreno umanjenje (Wi, i ∈ {1, . . . , n + 2}) od (Ui, i ∈
{1, . . . , n+2}) vrijedi
n+2⋂
i=1
Wi 6= ∅. Odavde bi slijedilo ord(Wi, i ∈ {1, . . . , n+
2}) ≥ n+ 1 > n, cˇime bismo dosˇli do kontradikcije. Dakle, dimX ≤ n.
3.2 Teorem sume za dimenziju pokrivanja
U ovom odjeljku c´emo dokazati Teorem sume za dimenziju pokrivanja. Te-
orem je analogan Teoremu sume za malu induktivnu dimenziju, medutim
Teorem sume za dimenziju pokrivanja vrijedi za svaki normalan prostor. U
tu svrhu, najprije definirajmo pojam relativne dimenzije pokrivanja:
Definicija 3.19 Neka je A ⊆ X potprostor normalnog prostora X. Rela-
tivna dimenzija pokrivanja od A, u oznaci rdXA je
rdXA := sup{dimF : F ⊆ A i F ⊆ X je zatvoren u X}
Neka je A ⊆ X normalan potprostor normalnog prostora X. Tada vrijedi
rdXA ≤ dimA. Doista, neka je F proizvoljan zatvoren podskup od X, za koji
vrijedi F ⊆ A. Tada je F zatvoren i u A, pa iz Teorema 3.5 slijedi dimF ≤
dimA. Dakle, rdXA = sup{dimF : F ⊆ A i F ⊆ X je zatvoren u X} ≤
dimA.
Ako je A ⊆ X zatvoren u X, onda, ocˇito, vrijedi rdXA = dimA.
Lema 3.20 Neka je X normalan prostor i n ∈ N ∪ {−1, 0}. Ako svaki
konacˇan otvoren pokrivacˇ U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) prostora X, za koji vrijedi
Ui 6= Uj ⇒ ClUi 6= ClUj, za svaki i, j ∈ {1, . . . , k},
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ima konacˇno otvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n, onda je dimX ≤
n.
Dokaz. Neka je U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora
X. Dokazˇimo da U ima otvoreno profinjenje V takvo da vrijedi Vi 6= Vj ⇒
ClVi 6= ClVj, za svaki i, j ∈ {1, . . . , k}.
Po Lemi 3.10, U ima zatvoreno umanjenje (Fi, i ∈ {1, . . . , k}). Po Lemi
3.11, postoji otvoreno uvec´anje (W 1i , i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇa (Fi, i ∈ {1, . . . , k}),
tako da vrijedi Fi ⊆ W 1i ⊆ ClW 1i ⊆ Ui, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Ako
vrijedi W 1i 6= W 1j ⇒ ClW 1i 6= ClW 1j , za svaki i, j ∈ {1, . . . , k}, onda je
V := (W 1i , i ∈ {1, . . . , k}) trazˇeno otvoreno profinjenje. Stoga, pretposta-
vimo da postoje i, j ∈ {1, . . . , k} takvi da je W 1i 6= W 1j i ClW 1i = ClW 1j . Na
skupu {1, . . . , k} definirajmo relaciju ∼ pravilom
i ∼ j ⇐⇒ ClW 1i = ClW 1j , i, j ∈ {1, . . . , k}.
Relacija ∼ je, ocˇito, relacija ekvivalencije, pa inducira particiju na {1, . . . , k}.
Neka su i1, . . . , ik1 reprezentanti klasa ekvivalencije relacije∼. Tada je (ClW 1il , l ∈
{1, . . . , k1}) profinjenje od U . Primjetimo da je k1 < k. Kako je (ClW 1il , l ∈
{1, . . . , k1}) zatvoren pokrivacˇ prostora X, to, po Lemi 3.11 , postoji otvo-
reno uvec´anje (W 2il , l ∈ {1, . . . , k1}) od (ClW 1il , l ∈ {1, . . . , k1}), tako da
vrijedi ClW 1il ⊆ W 2il ⊆ ClW 2il ⊆ Uil , za svaki l ∈ {1, . . . , k1}. Ako vri-
jedi W 2i 6= W 2j ⇒ ClW 2i 6= ClW 2j , za svaki i, j ∈ {i1, . . . , ik1}, onda je
V := (W 2i , i ∈ {1, . . . , k}) trazˇeno otvoreno profinjenje. U suprotnom, ana-
lognim postupkom dolazimo do otvorenog profinjenja (W 3i , i ∈ {1, . . . , k2})
pokrivacˇa U takvog da je k2 < k1 < k. U konacˇno mnogo koraka,ponavljajuc´i
gornji postupak, dolazimo do otvorenog profinjenja V = (Vi, i ∈ {1, . . . ,m})
pokrivacˇa U takvog da vrijedi Vi 6= Vj ⇒ ClVi 6= ClVj, za svaki i, j ∈
{1, . . . ,m}. Po pretpostavci leme, V ima konacˇno otvoreno profinjenje W
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reda manjeg ili jednakog n. Pokrivacˇ W je konacˇno otvoreno profinjenje po-
krivacˇa U reda manjeg ili jednakog n, pa iz Teorema 3.8 slijedi dimX ≤ n.
Lema 3.21 Neka je X normalan prostor, n ∈ N ∪ {−1, 0} i (Ki)i∈N niz
potprostora Ki ⊆ X, prostora X, takvih da vrijedi rdXKi ≤ n, za svaki
i ∈ N. Ako je skup
i⋃
j=1
Kj zatvoren u X ,za svaki i ∈ N, i
⋃
i∈N
Ki = X, onda
je dimX ≤ n.
Dokaz. Neka je U = (Uj, j ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora
X za koji vrijedi
Ui 6= Uj ⇒ ClUi 6= ClUj, za svaki i, j ∈ {1, . . . , k}.
Bez gubitka opc´enitosti, pretpostavimo da su svi cˇlanovi od U medusobno
razlicˇiti. Neka je Fi :=
i⋃
j=1
Kj, za svaki i ∈ N, i F0 := ∅. Rekurzivno c´emo
definirati niz (Ui = (Ui,j, j ∈ {1, . . . , k}))i∈N0 otvorenih pokrivacˇa prostora
X, tako da vrijedi
ClUi,j ⊆ Ui−1,j, za svaki i ∈ N i U0,j ⊆ Uj, za svaki j ∈ {1, . . . , k}, (3.5)
ord(Fi ∩ ClUi,j, j ∈ {1, . . . , k}) ≤ n, za svaki i ∈ N0. (3.6)
Za i = 0, stavimo U0,j := Uj, za svaki j ∈ {1, . . . , k}. Tada su ,za i = 0,
ispunjeni uvjeti 3.5 i 3.6. Pretpostavimo da smo definirali otvorene pokrivacˇe
Ui tako da vrijedi 3.5 i 3.6, za svaki i ∈ N0, i < m ≥ 1. Neka je T :=
{T ⊆ {1, . . . , k} : cardT = n + 2}. Definirajmo A := ⋃
T∈T
⋂
j∈T
ClUm−1,j.
Primjetimo da je A zatvoren skup u X. Kako je ord(Fm−1 ∩ ClUm−1,j, j ∈
{1, . . . , k}) ≤ n, to je Fm−1 ∩A = ∅. Naime, kada bi vrijedilo Fm−1 ∩A 6= ∅,
onda bi, po definiciji od A, postojao T ∈ T takav da je ⋂
j∈T
(ClUm−1,j ∩
Fm−1) = (
⋂
j∈T
ClUm−1,j)∩Fm−1 6= ∅. Skup Z := Fm ∩A je zatvoren podskup
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prostora X, te vrijedi Z = Fm ∩ A ⊆ Fm ∩ (X \ Fm−1) = Fm \ Fm−1 ⊆ Km.
Kako je rdxKm ≤ n, to je dimZ ≤ n. Po Lemi 3.16, pokrivacˇ Um−1 ima
otvoreno umanjenje V = (Vj, j ∈ {1, . . . , k}), takvo da je ord(V|Z) ≤ n.
Tvrdimo da je ord(Fm ∩ Vj, j ∈ {1, . . . , k}) ≤ n. Neka su j1, . . . , jn+2 ∈
{1, . . . , k} takvi da su Vj1 ∩ Fm, . . . , Vjn+2 ∩ Fm medusobno razlicˇiti. Tada
su Uj1 , . . . , Ujn+2 medusobno razlicˇiti, pa su i ClUj1 , . . . , ClUjn+2 medusobno
razlicˇiti. Tada je
n+2⋂
l=1
(Fm∩Vjl) = (
n+2⋂
l=1
Vjl)∩Fm = (
n+2⋂
l=1
Vjl)∩ (
n+2⋂
l=1
ClUm−1,jl)∩
Fm. Vrijedi
n+2⋂
l=1
(Fm∩Vjl) = (
n+2⋂
l=1
Vjl)∩(
n+2⋂
l=1
ClUm−1,jl)∩Fm = ∅. Naime, vrijedi
{j1, . . . , jn+2} ∈ T , pa je
n+2⋂
l=1
ClUm−1,jl ⊆ A. Kako je ord(V|Z) ≤ n, to je
Z ∩ (
n+2⋂
l=1
Vjl) = ∅, pa je (
n+2⋂
l=1
Vjl)∩ (
n+2⋂
l=1
ClUm−1,jl)∩Fm ⊆ (
n+2⋂
l=1
Vjl)∩A∩Fm =
(
n+2⋂
l=1
Vjl) ∩ Z = ∅.
Po Lemi 3.10, postoji otvoreno umanjenje U ′m = (U ′m,j, j ∈ {1, . . . , k})
pokrivacˇa V = (Vj, j ∈ {1, . . . , k}). Kako je X normalan, to postoji otvoreno
umanjenje Um = (Um,j, j ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇa V = (Vj, j ∈ {1, . . . , k}),
tako da vrijedi U ′m,j ⊆ Um,j ⊆ ClUm,j ⊆ Vj, za svaki j ∈ {1, . . . , k}.
Vrijedi ClUm,j ⊆ Vj ⊆ Um−1,j, za svaki j ∈ {1, . . . , k}. Nadalje, vrijedi
ord(Fm ∩ ClUm,j, j ∈ {1, . . . , k}) ≤ n jer je (Fm ∩ ClUm,j, j ∈ {1, . . . , k})
umanjenje pokrivacˇa ord(V|Fm). Dakle, pokrivacˇ Um zadovoljava uvjete 3.5
i 3.6 za i = m. Time smo konstruirali otvorene pokrivacˇe Ui, za svaki i ∈ N.
Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka. Tada postoji j(x) ∈ {1, . . . , k} takav
da x ∈ Ui,j(x) za beskonacˇno mnogo i ∈ N. Iz 3.5 slijedi x ∈
⋂
i∈N
ClUi,j(x).
Time smo dokazali da je familija (
⋂
i∈N
ClUi,j, j ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ pros-
tora X. Nadalje, iz 3.5 slijedi da je (
⋂
i∈N
ClUi,j, j ∈ {1, . . . , k}) umanje-
nje pokrivacˇa U . Dokazˇimo da vrijedi ord(⋂
i∈N
ClUi,j, j ∈ {1, . . . , k}) ≤ n.
Neka su j1, . . . , jn+2 ∈ {1, . . . , k} takvi da su
⋂
i∈N
ClUi,jl , l ∈ {1, . . . , n + 2},
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medusobno razlicˇiti. Pretpostavimo da je
⋂
i∈N
n+2⋂
l=1
ClUi,jl 6= ∅, tj neka pos-
toji x ∈ ⋂
i∈N
n+2⋂
l=1
ClUi,jl . Kako je X =
⋃
i∈N
Ki =
⋃
i∈N
Fi, to postoji m ∈ N
takav da je x ∈ Fm. Sada je x ∈ (
⋂
i∈N
n+2⋂
l=1
ClUi,jl) ∩ Fm ⊆ (
n+2⋂
l=1
ClUm,jl) ∩ Fm.
Kako su svi ClUm,jl , l ∈ {1, . . . , n + 2}, medusobno razlicˇiti, to iz 3.6 slijedi
(
n+2⋂
l=1
ClUm,jl)∩Fm = ∅, sˇto je u kontradikciji s x ∈ (
n+2⋂
l=1
ClUm,jl)∩Fm. Dakle,
ord(
⋂
i∈N
ClUi,j, j ∈ {1, . . . , k}) ≤ n. Iz Leme 3.20 slijedi dimX ≤ n.
Teorem 3.22 (Teorem sume za dimenziju pokrivanja) Neka je X nor-
malan prostor, n ∈ N ∪ {−1, 0} i (Fi)i∈N niz zatvorenih potprostora Fi ⊆ X,
prostora X, tako da vrijedi dimFi ≤ n, za svaki i ∈ N i X =
⋃
i∈N
Fi. Tada je
dimX ≤ n.
Dokaz. Uocˇimo da je rdXFi = dimFi ≤ n, za svaki i ∈ N. Kako je
i⋃
j=1
Fj
zatvoren u X , za svaki i ∈ N, to iz prethodne leme slijedi dimX ≤ n.
3.3 Dimenzija pokrivanja u kompaktnim me-
trizabilnim prostorima
Prisjetimo se da za topolosˇki prostor X kazˇemo da je kompaktan ako svaki
otvoren pokrivacˇ U od X ima konacˇan otvoren potpokrivacˇ, ili ekvivalentno
ako svaki otvoren pokrivacˇ U od X ima konacˇno otvoreno profinjenje.
Neka je (X, d) metricˇki prostor i A ⊆ X. Ako je A omeden skup u X , tj.
ako postoji M > 0 takav da je d(a, a′) ≤M , za svaki a, a′ ∈ A, onda postoji
nenegativan realan broj sup{d(a, a′) : a, a′ ∈ A} kojeg nazivamo dijametrom
skupa A i oznacˇavamo s diamA. Ako A ⊆ X nije omeden skup u X, onda
stavljamo diamA =∞.
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Definicija 3.23 Neka je A mnozˇina podskupova metricˇkog prostora (X, d).
Ocˇica mnozˇine A u oznaci meshA je nenegativan realan broj sup{diamA :
A ∈ A}, ako je skup {diamA : A ∈ A} ⊆ R omeden, odnosno meshA =∞,
ako je skup {diamA : A ∈ A} ⊆ R ne omeden.
Neka je B = (Bλ, λ ∈ Λ) familija podskupova prostora X. Ocˇica familije B u
oznaci meshB je ocˇica mnozˇine {Bλ, λ ∈ Λ}
Napomena 3.24 Neka je M ⊆ X potprostor metricˇkog prostora X, A =
(Aλ, λ ∈ Λ) pokrivacˇ od X i  > 0 proizvoljan. Ako je meshA < , onda je
meshA|M < .
Definicija 3.25 Neka je (X, d) metricˇki prostor i neka je U = (Uλ, λ ∈ Λ)
pokrivacˇ od X. Lebesgueov broj pokrivacˇa U je pozitivan realan broj  takav
da, za svaki podskup A ⊆ X za koji je diamA < , postoji λ ∈ Λ takav da je
A ⊆ Uλ.
Lebesgueov broj pokrivacˇa nije jedinstven. Naime, ako je  Lebesgueov broj
pokrivacˇa U metricˇkog prostora (X, d), onda je svaki ′, 0 < ′ <  takoder
Lebesgueov broj od U . Opc´enito, Lebesgueov broj pokrivacˇa ne mora nuzˇno
postojati, medutim u kompaktnim metricˇkim prostorima vrijedi:
Teorem 3.26 Neka je (X, d) kompaktni metricˇki prostor. Tada svaki otvo-
ren pokrivacˇ od X ima Lebesgueov broj.
Teorem 3.27 Neka je X metrizabilan kompaktan prostor i n ∈ N∪{−1, 0}.
Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX ≤ n.
(ii) Za svaku metriku d koja metrizira topologiju na X i svaki  > 0, pos-
toji konacˇan otvoren pokrivacˇ U prostora X takav da je meshU <  i
ordU ≤ n.
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(iii) Postoji metrika d koja metrizira topologiju na prostoru X takva da, za
svaki  > 0, postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U prostora X takav da je
meshU <  i ordU ≤ n.
Dokaz. (i) ⇒ (ii) Pretpostavimo da vrijedi dimX ≤ n. Neka je d pro-
izvoljna metrika koja metrizira topologiju na X i  > 0 po volji odabran.
Promotrimo otvoren pokrivacˇ (B(x, 
3
), x ∈ X) prostora X gdje je B(x, 
3
) =
{y ∈ X : d(x, y) < 
3
} kugla u metricˇkom prostoru (X, d). Kako je X
kompaktan, ovaj otvoren pokrivacˇ ima konacˇan potpokrivacˇ (B(xi,

3
), i ∈
{1, . . . , k}), a kako je dimX ≤ n, to (B(xi, 3), i ∈ {1, . . . , k}) ima konacˇno
otvoreno profinjenje U reda ordU ≤ n. Nadalje, kako je diamB(x, 
3
) ≤ 2
3
<
, to je meshU < . Dakle, vrijedi (ii).
(ii)⇒ (iii) Ocˇito.
(iii) ⇒ (i) Neka je d metrika koja metrizira topologiju na prostoru X
takva da, za svaki  > 0, postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U prostora
X takav da je meshU <  i ordU ≤ n. Dokazˇimo da je dimX ≤ n.
Neka je (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) proizvoljan konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora
X. Kako je X kompakatan, to postoji Lebesgueov broj  > 0 pokrivacˇa
(Ui, i ∈ {1, . . . , k}). Sada, po (iii), za taj  > 0, postoji konacˇan otvoren
pokrivacˇ U prostora X takav da je meshU <  i ordU ≤ n. Pokrivacˇ U je
ocˇito profinjenje od (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) jer je meshU < . Dakle, dimX ≤ n.
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Teorem kompaktifikacije i
relacije izmedu dimenzija
U ovom poglavlju dokazat c´emo Teorem kompaktifikacije pomoc´u kojega
c´emo dokazati da se u klasi separabilnih metrizabilnih prostora poklapaju
mala induktivna dimenzija, velika induktivna dimenzija i dimenzija pokri-
vanja. Osim toga, u ovom poglavlju c´emo pokazati kakve relacije vrijede
izmedu tih dimenzija u opc´enitijim klasama prostora.
4.1 Relacije izmedu male i velike induktivne
dimenzije
Sljedec´i teorem opravdava nazive velike i male induktivne dimenzije:
Teorem 4.1 Neka je X normalni prostor. Tada je indX ≤ IndX.
Dokaz. Ako je IndX = ∞, tvrdnja teorema ocˇito vrijedi. Pretpostavimo
da je IndX ∈ N ∪ {0,−1}. U ovom slucˇaju dokaz provodimo indukcijom po
n = IndX ∈ N ∪ {0,−1}.
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Za IndX = −1 je X = ∅, pa je indX = −1 ≤ IndX.
Pretpostavimo da, za svaki normalni prostor Y velike induktivne dimen-
zije IndY strogo manje od n, vrijedi indY ≤ IndY i neka je IndX = n.
Dokazˇimo da je indX ≤ n. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i V ⊆ X
po volji odbarana okolina od x u X. Kako je IndX = n, to, za zatvoreni
skup {x} ⊆ X u X i otvoreni skup IntV ⊆ X od X, postoji otvoreni skup
U ⊆ X takav da je {x} ⊆ U ⊆ IntV ⊆ V i IndFrU ≤ n − 1. Po pret-
postavci indukcije, vrijedi indFrU ≤ IndFrU ≤ n− 1. Odavde slijedi da je
indX ≤ n = IndX.
Prvo pokazujemo da se mala i velika induktivna dimenzija podudaraju u klasi
separabilnih metrizabilnih prostora.
Teorem 4.2 Neka je X separabilan metrizabilan prostor. Tada je indX =
IndX.
Dokaz. Dovoljno je dokazati da je IndX ≤ indX jer obratna nejednakost
vrijedi opc´enito u normalim prostorima.
Ako je indX = ∞, onda, ocˇito, vrijedi IndX ≤ indX, pa pretpostavimo
da je indX ∈ N ∪ {0,−1}. U ovom slucˇaju dokaz provodimo indukcijom po
n = indX ∈ N ∪ {0,−1}.
Za indX = −1 je X = ∅, pa je IndX = −1 ≤ indX.
Pretpostavimo da, za svaki separabilni metrizabilan prostor Y male induk-
tivne dimenzije indY strogo manje od n, vrijedi IndY ≤ indY i neka je
indX = n. Dokazˇimo da je IndX ≤ n.
Neka je A,B ⊆ X proizvoljan par disjunktnih zatvorenih podskupova od X.
Po Prvom teoremu separacije, postoji separator L skupova A i B u X takav
da je indL ≤ n− 1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi IndL ≤ indL ≤ n− 1.
Iz Teorema 2.6 slijedi IndX ≤ n = indX.
Dakle, IndX ≤ indX.
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4.2 Teorem kompaktifikacije
Teorem kompaktifikacije kazˇe da se svaki separabilan metrizabilan prostor X
mozˇe smjestiti u kompaktni metrizabilan prostor manje ili jednake dimenzije
pokrivanja.
Definirajmo najprije pojam kompaktifikacije:
Definicija 4.3 Kompaktifikacija topolosˇkog prostora X je par (Y, c) koji se
sastoji od topolosˇkog prostora Y i preslikavanja c : X → Y tako da vrijedi:
(K1) Preslikavanje c : X → c(X) je homeomrfizam (to jest c : X → Y je
ulaganje).
(K2) Skup c(X) je gust na Y .
(K3) Topolosˇki prostor Y je kompaktan.
U dokazu Teorema kompaktifikacije, proizvoljnu metriku d koja metrizira
toplogiju naX, mijenjamo pogodno odabranom topolosˇki ekvivalentnom pot-
puno omedenom metrikom d˜ i onda promatramo upotpunjenje (X˜, ˜˜d) pros-
tora (X, d˜).
Prisjetimo se:
Definicija 4.4 Neka su X i Y topolosˇki prostori i f : X → Y neprekidno
preslikavanje. Kazˇemo da je f ulaganje (ili smjesˇtenje) prostora X u prostor
Y, ako je f : X → f(X) homeomorfizam prostora X na potprostor f(X)
prostora Y.
Definicija 4.5 Neka su d i d′ metrike na skupu X. Kazˇemo da su d i d′
topolosˇki ekvivalentne metrike ako su identitete 1dd′ = idX : (X, d)→ (X, d′)
i 1d′d = idX : (X, d
′)→ (X, d) neprekidna preslikavanja.
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Vrijedi:
Teorem 4.6 Neka su d i d′ metrike na skupu X. Tada su sljedec´e tvrdnje
ekvivalentne:
(i) d i d′ su topolosˇki ekvivalentne metrike.
(ii) Identiteta 1dd′ = idX : (X, d)→ (X, d′) je homeomorfizam.
(iii) Metricˇke topologije na X inducirane metrikama d i d′ se podudaraju,
tj. Td = Td′.
Definicija 4.7 Neka je (X, d) metricˇki prostor i A ⊆ X. Kazˇemo da je
A potpuno omeden podskup od X, ako, za svaki  > 0, postoji n ∈ N i
podskupovi X1, X2, . . . , Xn ⊆ X tako da je A ⊆
n⋃
i=1
Xi i diamXi < , za
svaki i ∈ {1, . . . , n}, ili ekvivalentno, za svaki  > 0, postoji n ∈ N i tocˇke
x1, x2, . . . , xn ∈ X takve da je A ⊆
n⋃
i=1
B(xi, ).
Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je potpuno omeden (ili da je d potpuno
omedena metrika na X), ako je skup X potpuno omeden.
Ocˇito vrijedi:
Propozicija 4.8 Metricˇki prostor X je potpuno omeden, ako za svaki  > 0,
postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U od X takav da je meshU < .
Definicija 4.9 Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je potpun (ili da je d
potpuna metrika na X), ako svaki Cauchyjev niz (xn) u X konvergira prema
nekoj tocˇki x0 ∈ X.
Definicija 4.10 Neka su (X, d), (Y, d′) metricˇki prostori i f : X → Y pres-
likavanje. Kazˇemo da je f izometrija ako vrijedi d′(f(x), f(x′)) = d(x, x′),
za svaki x, x′ ∈ X.
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Definicija 4.11 Neka je (X, d) metricˇki prostor. Upotpunjenjem prostora
(X, d) nazivamo par koji se sastoji od metricˇkog prostora (X˜, d˜) i preslikava-
nja i : X → X˜ tako da vrijedi:
(C1) Preslikavanje i : X → X˜ je izometrija.
(C2) Skup i(X) je gust na X˜.
(C3) Metricˇki prostor (X˜, d˜) je potpun.
Vrijedi:
Napomena 4.12 Za svaki metricˇki prostor (X, d), postoji upotpunjenje ((X˜, d˜), i).
Nadalje, ako je f : X → I = [0, 1] uniformno neprekidna funkcija, tj. ako
vrijedi
(∀ > 0)(∃δ > 0)(∀x, x′ ∈ X) d(x, x′) < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ,
onda postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje f˜ : X˜ → I takvo da je
f˜ ◦ i = f .
Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor i ((X˜, d˜), i) upotpunjenje
od (X, d). Tada je (X˜, d˜) takoder potpuno omeden prostor. Naime, ako
je A ⊆ Y potpuno omeden podskup metricˇkog prostora Y , onda je i ClA
potpuno omeden skup u Y . Nadalje, izometrija cˇuva potpunu omedenost,
pa je (i(X), d˜) potpuno omeden. Dakle, (Cl(i(X)), d˜) = (X˜, d˜) je potpuno
omeden.
U euklidskom prostoru potpuna omedenost i omedenost su ekvivalentni poj-
movi, odnosno vrijedi:
Teorem 4.13 Podskup A ⊆ Rn euklidskog prostora Rn je potpuno omeden
ako i samo ako je omeden.
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U dokazu Teorema kompaktifikacije koristit c´emo sljedec´u lemu:
Lema 4.14 Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor i f1, . . . , fk :
X → I, k ∈ N, neprekidna preslikavanja iz prostora X u jedinicˇni segment
I = [0, 1]. Tada, za svaki pozitivan broj  > 0, postoji konacˇan otvoren
pokrivacˇ U = (Uj, j ∈ {1, . . . , n}) od X takav da je
meshU <  i |fi(x)− fi(y)| < 
, (∀i ∈ {1, . . . , k})(∀x, y ∈ Uj)(∀j ∈ {1, . . . , n}).
Dokaz. Neka je  > 0 proizvoljan i neka je V = (Vi, i ∈ {1, . . . , k1} konacˇan
otvoren pokrivacˇ prostora X takav da je meshV <  i W = (Wi, i ∈
{1, . . . , k2}) konacˇan otvoren pokrivacˇ jedinicˇnog segmenta I takav da je
meshW < .
Stavimo,
U := V ∧ f−11 (W) ∧ · · · ∧ f−1k (W).
Kako je svaki cˇlan Vi ∩ f−11 (Wj1) ∩ . . . f−1k (Wjk) pokrivacˇa U podskup odgo-
varajuc´eg cˇlana Vi pokrivacˇa V , to je diam(Vi ∩ f−11 (Wj1) ∩ . . . f−1k (Wjk)) ≤
diamVi < , pa iz konacˇnosti od U slijedi meshU < . Iz neprekidnosti pres-
likavanja f1, . . . , fk, te otvorenosti pokrivacˇa V i W slijedi da je U otvoren
pokrivacˇ prostora X.
Dokazˇimo josˇ da za svaki izbor l ∈ {1, . . . , k}, i ∈ {1, . . . , k1}, j1, . . . , jk ∈
{1, . . . , k2} i za svaki x, y ∈ Vi ∩ f−11 (Wj1) ∩ . . . f−1k (Wjk), vrijedi |fl(x) −
fl(y)| < . Odaberimo l ∈ {1, . . . , k}, i ∈ {1, . . . , k1}, j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , k2}
i x, y ∈ Vi ∩ f−11 (Wj1) ∩ . . . f−1k (Wjk). Buduc´i da je x, y ∈ Vi ∩ f−11 (Wj1) ∩
. . . f−1k (Wjk) ⊆ f−1l (Wjl), slijedi fl(x), fl(y) ∈ Wjl . Kako je diamWjl <  u
prostoru I, to je |fl(x) − fl(y)| < diamWjl < . Time je lema u potpunosti
dokazana.
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Prisjetimo se, Hilbertova kocka, u oznaci Iω, je topolosˇki produkt
∏
n∈N
In,
gdje je In = I = [0, 1] potprostor euklidskog prostora R, za svaki n ∈ N.
Svaki separabilan metrizabilan prostor mozˇe se smjestiti u Hilbertovu kocku
Iω. Sˇtoviˇse vrijedi:
Teorem 4.15 Neka je X topolosˇki prostor. Tada su sljedec´e tvrdnje ekviva-
lentne:
(i) X je 2-prebrojiv i regularan.
(ii) X je homeomorfan potprostoru Hilbertove kocke Iω.
(iii) X je metrizabilan i separabilan.
Nadalje, ako je topolosˇki prostor X homeomorfan potpuno omedenom me-
tricˇkom prostoru (Y, d), onda postoji potpuno omedena metrika koja metri-
zira toplogiju na X.
Kako je Hilberova kocka Iω kompaktan prostor, to postoji potpuna i pot-
puno omedena metrika d koja metrizira topologiju na Iω. Tada je, za svaki
potprostor A ⊆ Iω, prostor (A, d) takoder potpuno omeden. Dakle, i za
svaki topolosˇki prostor X homeomorfan potprostoru Hilbertove kocke vrijedi
da postoji potpuno omedena metrika koja metrizira topologiju na X. Po-
sebno, za svaki separabilan metrizabilan prostor X postoji potpuno omedena
metrika koja metrizira toplogiju na X.
Teorem 4.16 (Teorem kompaktifikacije) Neka je X separabilan metri-
zabilan prostor. Tada postoji kompaktifikacija (X˜, i) od X takva da je dimX˜ ≤
dimX.
Dokaz. Neka je d potpuno omedena metrika koja metrizira topologiju na
X. Za svaki m ∈ N, c´emo rekurzivno definirati konacˇne otvorene pokrivacˇe
Um = (Um,k, k ∈ {1, . . . , km}) prostora X takve da vrijedi:
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(i) ordUm ≤ dimX;
(ii) meshUm ≤ 12m ;
(iii) Za svaki 0 < i < m i k ≤ ki, je |fi,k(x) − fi,k(y)| ≤ 12m , kad god x, y
pripadaju istom cˇlanu pokrivacˇa Um, gdje su fi,k : X → I definirane s:
fi,k(x) =
d(x,X \ Ui,k)
ki∑
j=1
d(x,X \ Ui,j)
, za svaki x ∈ X.
Kako je X potpuno omeden, to postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U od X
takav da je meshU < 1
2
. Ako je dimX =∞, onda je ordU ≤ dimX. Ako je
dimX <∞ onda, po definiciji dimenzije pokrivanja, U ima konacˇno otvoreno
profinjenje U ′ reda manjeg ili jednakog dimX. Kako je meshU ′ ≤ meshU ,
to, i u jednom i drugom slucˇaju, postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ, nazovimo
ga U1 = (U1,k, k ∈ {1, . . . , k1}), prostora X, takav da je ordU1 ≤ dimX i
meshU1 ≤ 121 = 12 .
Pretpostavimo da smo definirali konacˇne otvorene pokrivacˇe U1, . . . ,Um−1,m >
1 i pripadna preslikavanja fi,k, za svaki i ∈ {1, . . . ,m− 1} i k ∈ {1, . . . , ki},
tako da vrijedi (i), (ii) i (iii).
Primjetimo da su preslikavanja fi,k dobro definirana, za svaki i ∈ {1, . . . ,m−
1} i svaki k ∈ {1, . . . , ki}. Naime, kada bi za x ∈ X proizvoljan vrijedilo
ki∑
j=1
d(x,X \ Ui,j) = 0, onda bi slijedilo
x ∈ Cl(X \ Ui,j) = X \ Ui,j
, za svaki j ∈ {1, . . . , ki}. Odavde bi slijedilo
x ∈
ki⋂
j=1
(X \ Ui,j) = X \ (
ki⋃
j=1
Ui,j) = X \X = ∅.
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Nadalje, preslikavanja fi,k su neprekidna, za svaki i ∈ {1, . . . ,m− 1} i svaki
k ∈ {1, . . . , ki}. To slijedi iz cˇinjenice da je preslikavanje x 7→ d(x,A) nepre-
kidno, za svaki podskup A ⊆ X, i neprekidnosti zbrajanja i dijeljenja realnih
brojeva. Uocˇimo da je fi,k(x) ∈ I, jer je 0 ≤ d(x,X \Ui,k) ≤
ki∑
j=1
d(x,X \Ui,j),
za svaki i ∈ {1, . . . ,m−1} i svaki k ∈ {1, . . . , ki}. Po prethodnoj lemi, za  =
1
2m
> 0 i konacˇan niz neprekidnih preslikavanja (fi,k : X → I, i ∈ {1, . . . ,m−
1} , k ∈ {1, . . . , ki}), postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U prostora X takav da
je meshU < 1
2m
i |fi,k(x)−fi,k(y)| < 12m , kad god x i y pripadaju istom cˇlanu
pokrivacˇa U . Ako je dimX =∞, onda je ordU ≤ dimX. Ako je dimX <∞,
onda, po definiciji dimenzije pokrivanja, U ima konacˇno otvoreno profinjenje
U ′ reda manjeg ili jednakog dimX. Kako je meshU ′ ≤ meshU , to, i u jed-
nom i drugom slucˇaju, postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ, nazovimo ga Um =
(Um,k, k ∈ {1, . . . , km}), prostora X takav da je ordUm ≤ dimX i meshUm ≤
1
21
= 1
2m
. Poredajmo elemente skupa {(m, k) : m ∈ N, k ∈ {1, . . . , km}} u niz
(xn)n∈N tako da je x1 = (1, 1), . . . , xk1 = (1, k1), xk1+1 = (2, 1), . . . , xk1+k2 =
(2, k2), . . . , x(∑m−1i=1 ki)+1 = (m, 1), . . . , x∑mi=1 ki = (m, km), . . . i neka je n(m0, k0) :=
x−1(m0, k0), za svaki (m0, k0) ∈ {(m, k) : m ∈ N, k ∈ {1, . . . , km}}. Defini-
rajmo d˜ : X ×X → R
d˜(x, y) = d(x, y) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)|, za x, y ∈ X.
Dokazˇimo da je d˜ metrika na X.
(M1) Ocˇito je d˜(x, y) ≥ 0 za svaki x, y ∈ X.
(M2) Pretpostavimo da je d˜(x, y) = 0. Onda je d(x, y) = 0, pa je x = y.
Obratno, d˜(x, x) = d(x, x) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(x)| = 0.
(M3) d˜(x, y) = d(x, y)+
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)−fi,k(y)| = d(y, x)+
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(y)−
fi,k(x)| = d˜(y, x), za svaki x, y ∈ X.
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(M4) d˜(x, z) = d(x, z) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(z)| ≤
≤ d(x, y)+d(y, z)+
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
(|fi,k(x)−fi,k(y)|+ |fi,k(y)−fi,k(z)|) =
= d(x, y) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)|+
+d(y, z) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(y)− fi,k(z)| =
= d˜(x, y) + d˜(y, z), za svaki x, y, z ∈ X.
Dokazˇimo da su d i d˜ topolosˇki ekvivaletne metrike. Kako je d(x, y) ≤
d˜(x, y) za svaki x, y ∈ X, to je identiteta 1d˜d = id : (X, d˜) → (X, d) (unifor-
mno) neprekidno preslikavanje.
Dokazˇimo da je identiteta 1dd˜ = id : (X, d)→ (X, d˜) neprekidno preslika-
vanje. Neka je x ∈ X po volji odabran i  > 0 proizvoljan. Neka je m ∈ N
takav da je
∞∑
j=m
1
2j
< 
6
. Takav m sigurno postoji jer geometrijski red
∑
1
2j
konvergira. Kako je Um pokrivacˇ prostora X, to postoji cˇlan U pokrivacˇa Um
takav da je x ∈ U . Kako je U ⊆ X otvoren, to postoji δ′ > 0 takav da je
Bd(x, δ
′) ⊆ U .
Neka je y ∈ X takav da je d(x, y) < δ := min{δ′, 
2
}. Tada je y ∈
Bd(x, δ) ⊆ U , pa je |fi,k(x) − fi,k(y)| ≤ 12m , za svaki i ∈ {1, . . . ,m − 1} i
svaki k ∈ {1, . . . , km}. Sada je:
d˜(x, y) = d(x, y) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)| =
= d(x, y) +
m−1∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)|+
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)| ≤
≤ d(x, y) +
m−1∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
1
2m
+ 2
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
≤
≤ d(x, y) +
2m−1∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
+ 2
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
≤
≤ d(x, y) + 3
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
< 
2
+ 3 
6
= 
Dakle i identiteta 1dd˜ = id : (X, d) → (X, d˜) je neprekidno preslikavanje, pa
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su d i d˜ topolosˇki ekvivalentne metrike.
Pokazˇimo sada da niz (meshd˜Um)m∈N konvergira prema 0. Neka je  > 0
proizvoljan i m0 ∈ N takav da je
∞∑
j=m0
1
2j
< 
4
. Za svaki m ≥ m0 , svaki cˇlan
U pokrivacˇa Um prostora X i x, y ∈ U proizvoljne vrijedi:
d˜(x, y) = d(x, y) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)| =
= d(x, y) +
m−1∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)|+
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)| ≤
≤ 1
2m
+
m−1∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
1
2m
+ 2
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
≤
≤ 1
2m0
+
2m−1∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
+ 2
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
≤
≤
∞∑
n(i,k)=m0
1
2n(i,k)
+ 3
∞∑
n(i,k)=m
1
2n(i,k)
≤
≤ 4
∞∑
n(i,k)=m0
1
2n(i,k)
< 4 
4
= 
Dakle, meshd˜Um ≤ , za svaki m ≥ m0. Odavde odmah slijedi da je metricˇki
prostor (X, d˜) potpuno omeden.
Dokazˇimo sada da su preslikavanja fm,k : (X, d˜) → I uniformno nepre-
kidna preslikavanja, za svaki m ∈ N i svaki k ∈ {1, . . . , km}.
Neka su m0 ∈ N i k0 ∈ {1, . . . , km} proizvoljni i  > 0 po volji odabran. Za
δ := 
2n(m0,k0)
vrijedi:
(∀x, y ∈ X) d˜(x, y) < δ ⇒ |fm0,k0(x)− fm0,k0(y)| =
= 2n(m0,k0) 1
2n(m0,k0)
|fm0,k0(x)− fm0,k0(y)| ≤
≤ 2n(m0,k0)(d(x, y) +
∞∑
n(i,k)=1
1
2n(i,k)
|fi,k(x)− fi,k(y)|) =
= 2n(m0,k0)d˜(x, y) < 2n(m0,k0)δ = 2n(m0,k0) 
2n(m0,k0)
= .
Dakle, fm,k : (X, d˜) → I je uniformno neprekidno preslikavanje, za svaki
m ∈ N i svaki k ∈ {1, . . . , km}.
Neka je ((X˜, ˜˜d), i) upotpunjenje metricˇkog prostora (X, d˜). Po prethod-
nim napomenama, (X˜, ˜˜d) je potpuno omeden prostor i, za svaki m ∈ N i
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k ∈ {1, . . . , km}, postoje jedinstvena neprekidna preslikavanja f˜m,k; X˜ → I
takva da je f˜m,k ◦ i = fm,k.
Kako je X˜ potpun i potpuno omeden to je, po karakterizaciji kompaktnosti
u klasi metricˇkih prostora, X kompaktan. Dakle (X˜, i) je kompaktifikacija
od X. Dokazˇimo josˇ da je dimX˜ ≤ dimX.
Vrijedi
km∑
k=1
fm,k(x) =
km∑
k=1
d(x,X\Um,k)
km∑
j=1
d(x,X\Um,j)
= 1, za svaki x ∈ X. Dokazˇimo da je i
km∑
k=1
f˜m,k(x) = 1.
Neka je x ∈ X˜ proizvoljan. Kako je i(X) gust u X˜, to postoji niz (i(xn)) u
i(X) takav da je lim(i(xn)) = x. Iz neprekidnosti f˜m,k slijedi:
km∑
k=1
f˜m,k(x) =
km∑
k=1
f˜m,k(lim(i(xn))) = lim(
km∑
k=1
f˜m,k(i(xn))) = lim(
km∑
k=1
fm,k(xn)) =
lim(1) = 1
Za svakim ∈ N, definirajmo familiju podskupova U˜m = (U˜m,k, k ∈ {1, . . . , km})
od X˜ gdje je U˜m,k = f˜
−1
m,k(〈0, 1]). Svaki U˜m,k ⊆ X˜ je otvoren u X˜ jer su f˜m,k
neprekidna preslikavanja i 〈0, 1] ⊆ I otvoren u I.
Nadalje, U˜m je pokrivacˇ od X˜ jer, za svaki x ∈ X˜, je
km∑
k=1
f˜m,k(x) = 1, pa pos-
toji j ∈ {1, . . . , km} takav da je f˜m,j(x) > 0. Sada je x ∈ U˜m,j = f˜−1m,j(〈0, 1]).
Pokazˇimo sada da vrijedi i(X) ∩ U˜m,k = i(Um,k).
Neka je i(x) ∈ i(X) ∩ U˜m,k proizvoljan. Tada je
0 < f˜m,k(i(x)) = fm,k(x) =
d(x,X \ Um,k)
km∑
j=1
d(x,X \ Um,j)
, pa je d(x,X \Um,k) > 0. Dakle, x /∈ Cl(X \Um,k) = X \Um,k iz cˇega slijedi
x ∈ Um,k. Dakle, i(x) ∈ i(Um,k), pa vrijedi i(X) ∩ U˜m,k ⊆ i(Um,k).
Obratno, pretpostavimo da je i(x) ∈ i(Um,k). Tada je d(x,X \Um,k) > 0, pa
je
0 <
d(x,X \ Um,k)
km∑
j=1
d(x,X \ Um,j)
= fm,k(x) = f˜m,k(i(x)).
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Odavde slijedi i(x) ∈ f˜−1m,k(〈0, 1]) = U˜m,k. Ocˇito je i(x) ∈ i(X), pa je i(x) ∈
i(X)∩ U˜m,k. Time je dokazano i(X)∩ U˜m,k ⊇ i(Um,k), odnosno i(X)∩ U˜m,k =
i(Um,k).
Dokazˇimo sada da je lim(mesh ˜˜
d
U˜m) = 0. Neka je  > 0 proizvoljan.
Kako je lim(meshd˜Um) = 0, to postoji m0 ∈ N takav da, za svaki m ≥ m0,
vrijedi meshd˜Um < . Neka je sad m ≥ m0 proizvoljan i k ∈ {1, . . . , km}
po volji odabran. Dokazˇimo da je diam ˜˜
d
U˜m,k ≤ . Neka su x, y ∈ U˜m,k
proizvoljni. Tada postoje nizovi (i(xn)), (i(yn)) u i(X) takvi da lim(i(xn)) =
x, lim(i(yn)) = y. Kako je U˜m,k ⊆ X˜ otvoren u X˜, to postoji n0 ∈ N takav
da, za svaki n ≥ n0, vrijedi i(xn), i(yn) ∈ U˜m,k. Dakle, za svaki n ≥ n0
i(xn), i(yn) ∈ U˜m,k ∩ i(X) = i(Um,k), odnosno xn, yn ∈ Um,k. Sada je:
˜˜d(x, y) = ˜˜d(lim(i(xn)), lim(i(yn))) = lim(
˜˜d(i(xn), i(yn))) = lim(d˜(xn, yn)).
Kako je diamd˜Um,k <  i kako su xn, yn ∈ Um,k, za svaki n ≥ n0, to je
lim(d˜(xn, yn)) ≤ . Odavde slijedi diam ˜˜dU˜m,k ≤ , pa je mesh ˜˜dU˜m ≤ , za
svaki m ≥ m0 iz cˇega slijedi lim(mesh ˜˜dU˜m) = 0.
Dokazˇimo sada da je ordU˜m ≤ dimX, za svaki m ∈ N.
Ako je dimX =∞ tvrdnja ocˇito vrijedi, pa pretpostavimo da je dimX <∞.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji m ∈ N takav da je ordU˜m > dimX.
Tada postoje medusobono razlicˇiti cˇlanovi U˜m,1, . . . , U˜m,dimX+2 pokrivacˇa U˜m
takvi da je
U˜m,1 ∩ · · · ∩ U˜m,dimX+2 6= ∅.
Kako je U˜m,1 ∩ · · · ∩ U˜m,dimX+2 ⊆ X˜ neprazan i otvoren, te i(X) gust na X˜,
to je
U˜m,1 ∩ · · · ∩ U˜m,dimX+2 ∩ i(X) 6= ∅.
Odnosno,
i(Um,1) ∩ · · · ∩ i(Um,dimX+2) 6= ∅,
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pa je
Um,1 ∩ · · · ∩ Um,dimX+2 6= ∅,
a to je u kontradikciji s cˇinjenicom da je ordUm ≤ dimX. Time smo dokazali
ordU˜m ≤ dimX, za svaki m ∈ N.
Dakle, u prostoru (X˜, ˜˜d), za svaki  > 0 postoji dovoljno velik m ∈ N
takav da, za konacˇan otvoren pokrivacˇ U˜m, vrijedi mesh ˜˜dU˜m <  i pri tom je
ordU˜m ≤ dimX. Iz Teorema 3.27 slijedi dimX˜ ≤ dimX. Time je teorem u
potpunosti dokazan.
4.3 Teorem o jednakosti dimenzija
U ovom poglavlju c´emo dokazati da, za svaki separabilni metrizabilan prostor
X, vrijedi indX = IndX = dimX.
Lema 4.17 Neka je X metrizabilan prostor i M ⊆ X potprostor od X. Za
svaku familiju (Gi, i ∈ {1, . . . , k}) u parovima disjunktnih otvorenih podsku-
pova u prostoru M , postoji familija (Hi, i ∈ {1, . . . , k}) u parovima disjun-
ktnih otvorenih podskupova u prostoru X tako da vrijedi Gi ⊆ Hi, za svaki
i ∈ {1, . . . , k}.
Dokaz. Neka je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Za svaki i ∈
{1, . . . , k}, neka je
Hi := {x ∈ X : d(x,Gi) < d(x,M \Gi)}.
Preslikavanja x 7→ d(x,Gi) i x 7→ d(x,M \Gi) su neprekidna, pa je Hi ⊆ X
otvoren za svaki i ∈ {1, . . . , k}.
Nadalje, za svaki i ∈ {1, . . . , k} i proizvoljan x ∈ Gi ⊆ M , je x /∈ M \ Gi =
ClMM \ Gi, pa je d(x,M \ Gi) > 0, odnosno 0 = d(x,Gi) < d(x,X \ Gi).
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Dakle, x ∈ Hi.
Ako je x ∈ Hi ∩ Hj, onda je 0 ≤ d(x,Gi) < d(x,M \ Gi) i 0 ≤ d(x,Gj) <
d(x,M \ Gj), pa je x /∈ Cl(M \ Gi) ⊇ M \ Gi, x /∈ Cl(M \ Gj) ⊇ M \ Gj.
Time je pokazano da je x ∈ Gi∩Gj, a iz toga slijedi i = j. Odnosno, skupovi
Hi, i ∈ {1, . . . , k} su u parovima disjunktni.
Lema 4.18 Za svaki separabilan metrizabilan prostor X vrijedi dimX ≤
indX.
Dokaz. Neka je X seprarabilan metrizabilan prostor. Ako je indX = ∞
tvrdnja ocˇito vrijedi. Ako je indX = −1, onda je X = ∅, pa je dimX =
−1 = indX. Pretpostavimo da je indX = 0. Neka je U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k})
konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X. Po Teoremu 1.15, X ima prebrojivu
bazu B takvu da je indFrV ≤ −1, odnosno FrV = ∅, za svaki V ∈ B. Kako
je
∅ = FrV = ClV \ IntV ⇒ ClV = IntV = V,
to su svi elementi baze B otvoreno-zatvoreni u X.
Neka je (Vi, i ∈ N) otvoreno profinjenje od U koje se sastoji od elemenata
baze B. Takvo uvijek postoji jer, po karakterizaciji baze topolosˇkog prostora,
za svaki x ∈ X i svaki i ∈ {1, . . . , k} takav da je x ∈ Ui, postoji V ∈ B takav
da je x ∈ V ⊆ Ui.
Neka je W1 := V1 i, za svaki i ∈ N, i ≥ 2, definirajmo
Wi := Vi \ (
i−1⋃
j=1
Wj).
Skupovi Wi, i ∈ N su u parovima disjunktni, otvoreno-zatvoreni i (Wi, i ∈ N)
je profinjenje od U . Naime, za svaki x ∈ X, neka je n(x) = min{i ∈ N : x ∈
Vi}. Kako je (Vi, i ∈ N) pokrivacˇ prostora X, to je skup {i ∈ N : x ∈ Vi}
neprazan podskup skupa prirodnih brojeva N, pa n(x) sigurno postoji. Ocˇito
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je x ∈ Wn(x) = Vn(x)\(
n(x)−1⋃
j=1
Wj), pa je (Wi, i ∈ N) pokrivacˇ prostora X. Kako
je Wi ⊆ Vi, za svaki i ∈ N, i (Vi, i ∈ N) profinjenje od U , to je (Wi, i ∈ N)
profinjenje od U .
Vrijedi ord(Wi, i ∈ N) ≤ 0 jer su skupovi Wi, i ∈ N u parovima disjunktni.
Iz Teorema 3.8 slijedi dimX ≤ 0 = indX.
Sada pretpostavimo da je indX = n > 0 i neka je U = (Ui, i ∈ {1, . . . , k})
konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X. Po Drugom teoremu dekompozicije
1.34, postoje potprostori Zj ⊆ X od X, j ∈ {1, . . . , n+ 1} takvi da je
indZj ≤ 0 za svaki j ∈ {1, . . . , n+ 1} i X =
n+1⋃
i=j
Zj.
Iz prethodno dokazanog slijedi da je dimZj ≤ 0, za svaki j ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Iz Teorema 3.8 slijedi da, za svaki j ∈ {1, . . . , n + 1}, otvoren pokrivacˇ
U|Zj ima otvoreno (u Zj) umanjenje (Gj,i, i ∈ {1, . . . , k}) reda ord(Gj,i, i ∈
{1, . . . , k}) ≤ 0, tj. Gj,i, i ∈ {1, . . . , k} su u parovima disjunktni otvoreni sku-
povi u Zj. Iz prethodne leme slijedi da postoji familija (Hj,i, i ∈ {1, . . . , k})
u parovima disjunktnih otvorenih skupova u X tako da vrijedi Gj,i ⊆ Hj,i za
svaki i ∈ {1, . . . , k}.
Familija (Vj,i = Hj,i ∩ Ui, i ∈ {1, . . . , k}j ∈ {1, . . . , n + 1}) je otvoreno pro-
finjenje pokrivacˇa U . Naime, za svaki x ∈ X, postoji j ∈ {1, . . . , n + 1}
takav da je x ∈ Zj. Kako je (Gj,i, i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ od Zj to pos-
toji i ∈ {1, . . . , k} takav da je x ∈ Gj,i ⊆ Hj,i ∩ (Ui ∩ Zj) ⊆ Vj,i. Na-
dalje, Vi,j ⊆ X su otvoreni u X, kao presjek otvorenih skupova, za svaki
i ∈ {1, . . . , k} i j ∈ {1, . . . , n+ 1}. Ocˇito je Vj,i ⊆ Ui, za svaki i ∈ {1, . . . , k}
i j ∈ {1, . . . , n + 1}, pa je (Vj,i, i ∈ {1, . . . , k}j ∈ {1, . . . , n + 1}), uistinu,
otvoreno profinjenje pokrivacˇa U .
Nadalje, vrijedi ord(Vj,i, i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , n + 1}) ≤ n jer,
za proizvoljna n + 2 razlicˇita cˇlana Vj1,i1 , . . . , Vjn+2,in+2 pokrivacˇa (Vj,i, i ∈
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{1, . . . , k}j ∈ {1, . . . , n + 1}), moraju postojati l1, l2 ∈ {1, . . . , n + 2} takvi
da je jl1 = jl2 , pa je
Vj1,i1 ∩ · · · ∩ Vjn+2,in+2 ⊆ Vjl1 ,il1 ∩ Vjl2 ,il2 = (Hjl1 ,il1 ∩ Uil1 ) ∩ (Hjl2 ,il2 ∩ Uil2 ) ⊆
⊆ Hjl1 ,il1 ∩Hjl2 ,il2 = Hjl1 ,il1 ∩Hjl1 ,il2 = ∅. Odavde slijedi dimX ≤ n = indX.
Lema 4.19 Neka je (X, d) kompaktan metricˇki prostor i A,B ⊆ X disjunk-
tni zatvoreni podskupovi od X. Tada je d(A,B) > 0.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je d(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈
A} = 0. Po karakterizaciji supremuma, za svaki n ∈ N, postoji an ∈ A takav
da je d(an, B) <
1
n
.
Za metricˇke prostore vrijedi nizovna karakterizacija kompaktnosti, tj. vrijedi
da je metricˇki prostor Y kompaktan ako i samo ako svaki niz (yn) u Y ima
konvergentan podniz (ynk).
Dakle niz (an) ima konvergentan podniz (ank) i neka je a = lim(ank). Kako
je (ank) niz u A i A ⊆ X zatvoren, to je a ∈ A. Nadalje, d(a,B) =
d(lim(ank), B) = lim(d(ank , B)) ≤ lim( 1n) = 0, odakle slijedi a ∈ B, sˇto
je kontradikcija s cˇinjenicom da su A i B disjunktni.
Lema 4.20 Za svaki kompaktni metrizabilan prostor X vrijedi indX ≤ dimX.
Dokaz. Neka je X kompaktan metrizabilan prostor i d metrika koja me-
trizira topologiju na X. Ako je dimX = ∞, onda tvrdnja ocˇito vrijedi,
pa pretpostavimo da je dimX = n < ∞. Dokaz provodimo indukcijom po
n = dimX ∈ N ∪ {−1, 0}.
Pretpostavimo da je dimX = −1. Tada je X = ∅, pa je indX = −1 = dimX.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki kompaktan metrizabilan pros-
tor dimenzije pokrivanja strogo manje od n i neka je dimX = n.
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Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i B ⊆ X po volji odbran zatvoren skup u X
takav da x /∈ B. Dokazˇimo da postoji separator L tocˇke x i skupa B takav
da je dimL ≤ n − 1, odnosno da postoje otvoreni skupovi K,M ⊆ X u X
takvi da je L = X \ (K ∪M) i
x ∈ K, B ⊆M, K ∩M = ∅ i dimL ≤ n− 1.
U tu svrhu c´emo rekurzivno, po n ∈ N, definirati dva niza (Ki)i∈N0 ,(Mi)i∈N0
zatvorenih podskupova od X tako da, za svaki i ∈ N vrijedi:
x ∈ Ki−1 ⊆ IntKi, B ⊆Mi−1 ⊆ IntMi i Ki ∩Mi = ∅, (4.1)
i
skup Li := X \ (Ki ∪Mi) ima konacˇan otvoren pokrivacˇ Wi takav da je
meshWi < 1
i
i ordWi ≤ n− 1. (4.2)
Neka je K0 := {x} i M0 = B.
Pretpostavimo da smo definirali skupove Ki,Mi tako da vrijedi 4.1,4.2, za
svaki i = 1, . . . , j − 1 gdje je j ≥ 1.
Po prethodnoj lemi, vrijedi d(Kj−1,Mj1) > 0. Kako je X kompaktan, to
postoji konacˇan otvoren pokrivacˇ U ′j prostora X takav da je meshU ′j <
min{1
j
, d(Kj−1,Mj−1)}. Kako je dimX = n, to postoji konacˇno otvoreno
profinjenje Uj = (Uj,l, l ∈ {1, . . . ,mj}) od U ′j takvo da je ordUj ≤ n. Ocˇito
je meshUj < min{1j , d(Kj−1,Mj−1)}.
Neka je Kj := X \Hj i Mj = X \Gj, gdje su
Gj :=
⋃
{Uj,l : l ∈ {1, . . . ,mj}, ClUj,l ∩Mj−1 = ∅}
i
Hj :=
⋃
{Uj,l : l ∈ {1, . . . ,mj}, ClUj,l ∩Mj−1 6= ∅}.
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Primijetimo da je Gj ∪Hj = X. Nadalje,primijetimo da je Gj 6= ∅. Doista,
kako je Uj pokrivacˇ prostora X, to sigurno postoji cˇlan U 6= ∅ tog pokrivacˇa
takav da je U ∩ Kj−1 6= ∅. Pa, neka je y ∈ U ∩ Kj−1. Tvrdimo da je
ClU ∩ Mj−1 = ∅. Kada bi postojao z ∈ ClU ∩ Mj−1, onda bi diamU =
diamClU ≥ d(y, z) > d(Kj−1,Mj−1), sˇto je u kontradikciji s meshUj <
min{1
j
, d(Kj−1,Mj−1)}. Dakle, ∅ 6= U ⊆ Gj.
Vrijedi ClGj ∩Mj−1 = ∅ = ClHj ∩ Kj−1. Naime, ClGj =
⋃{ClUj,l : l ∈
{1, . . . ,mj}, ClUj,l∩Mj−1 = ∅} i ClHj =
⋃{ClUj,l : l ∈ {1, . . . ,mj}, ClUj,l∩
Mj−1 6= ∅}.
Odavde slijedi Kj−1 ⊆ X \ ClHj = X \ Cl(X \ Kj) = IntKj i Mj−1 ⊆
X\ClGj = X\Cl(X\Mj) = IntMj. Nadalje, Kj∩Mj = (X\Hj)∩(X\Gj) =
X \ (Hj ∪Gj) = X \X = ∅. Dakle, za i = j vrijedi 4.1.
Familija Wj = (Uj,l ∩ Lj : l ∈ {1, . . . ,mj}, ClUj,l ∩Mj−1 6= ∅) je otvo-
ren pokrivacˇ skupa Lj := X \ (Kj ∪ Mj) = X \ ((X \ Hj) ∪ (X \ Gj) =
X \ (X \ (Hj ∩ Gj)) = Hj ∩ Gj. Naime, za svaki y ∈ Lj, vrijedi y ∈
Lj = Hj ∩ Gj ⊆ Hj =
⋃{Uj,l : l ∈ {1, . . . ,mj}, ClUj,l ∩ Mj−1 6= ∅}, pa
postoji l ∈ {1, . . . ,mj} takav da je y ∈ Uj,l i ClUj,l ∩Mj−1 6= ∅. Sada je
y ∈ Uj,l ∩ Lj, pa je Wj pokrivacˇ prostora Lj. Kako je Uj,l ⊆ X otvoren u X
to je Uj,l ∩ Lj ⊆ Lj otvoren u Lj, za svaki l ∈ {1, . . . ,mj} pa je Wj otvoren
pokrivacˇ prostora Lj. Kako je meshUj <
1
j
, to je diamUj,l <
1
j
, za svaki
l ∈ {1, . . . ,mj}, pa je meshWj < 1j .
Tvrdimo da je ordWj ≤ n − 1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji n
razlicˇitih cˇlanova Uj,l1 , . . . , Uj,ln pokrivacˇa Wj tako da je
n⋂
m=1
(Uj,lm ∩ Lj) =
(
n⋂
m=1
Uj,lm) ∩ Lj 6= ∅, tj. n razlicˇitih cˇlanova Uj,l1 , . . . , Uj,ln pokrivacˇa Uj tako
da je
n⋂
m=1
(Uj,lm ∩ Lj) = (
n⋂
m=1
Uj,lm) ∩ Lj 6= ∅ i ClUj,l1 ∩Mj−1, . . . , ClUj,ln ∩
Mj−1 6= ∅.
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Tada postoji y ∈ (
n⋂
m=1
Uj,lm) ∩ Lj, pa je y ∈ Lj ⊆ Gj. Odavde slijedi da
postoji cˇlan U pokrivacˇa Uj takav da je y ∈ U i ClU ∩Mj−1 = ∅. Kako je
ordUj ≤ n i y ∈ U ∩ (
n⋂
m=1
Uj,lm) 6= ∅, to je U = Uj,lm , za neki m ∈ {1, . . . , n}.
Dakle, ClUj,lm ∩Mj−1 6= i ClUj,lm ∩Mj−1 = ∅, sˇto je kontradikcija. Prema
tome vrijedi ordWj ≤ n− 1.
Time je zadovoljen i uvjet 4.2 za i = j, pa smo konstruirali nizove (Ki)i∈N0 ,(Mi)i∈N0
s trazˇenim svojstvima.
Neka su K :=
⋃
i∈N0
Ki i M :=
⋃
i∈N0
Mi. Tvrdimo da su K,M ⊆ X otvoreni
u X. Vrijedi K :=
⋃
i∈N0
Ki ⊆
⋃
i∈N
IntKi. S druge strane K :=
⋃
i∈N0
Ki ⊇ K :=⋃
i∈N0
IntKi ⊇
⋃
i∈N
IntKi, pa je K =
⋃
i∈N
IntKi. Dakle, K ⊆ X je otvoren u X.
Slicˇno, vrijedi M :=
⋃
i∈N
IntMi, pa je i M ⊆ X otvoren.
Nadalje, K i M su disjunktni. Pretpostavimo da je y ∈ K ∩ M =
(
⋃
i∈N0
Ki) ∩ (
⋃
i∈N0
Mi). Onda postoje i, j ∈ N0 takvi da je y ∈ Ki ∩ Mj ⊆
Kmax{i,j} ∩Mmax{i,j} = ∅, sˇto je kontradikcija. Dakle, K ∩M = ∅.
Ocˇito je x ∈ K i B ⊆M . Neka je L := X \ (K ∪M) = X \ ( ⋃
i∈N0
(Ki∪Mi)) =⋂
i∈N0
(X \ (Ki ∪Mi)) =
⋂
i∈N0
Li.
Dokazˇimo da je dimL ≤ n− 1. Neka je  > 0 proizvoljan i i ∈ N takav da je
1
i
< . Po 4.2, Li ima konacˇan otvoren pokrivacˇ Wi takav da meshWi < 1i i
ordWi ≤ n− 1. Sada je Wi|L konacˇan otvoren pokrivacˇ od L za koji vrijedi
meshWi|L ≤ meshWi < 1i <  i ordWi|L ≤ ordWi ≤ n − 1. Iz Teorema
3.27, slijedi dimL ≤ n− 1.
Po pretpostavci indukcije, vrijedi indL ≤ n − 1, pa je, po Propoziciji 1.13,
indX ≤ n = dimX. Time je lema u potpunosti dokazana.
Teorem 4.21 (Teorem o jednakosti dimenzija) Za svaki separabilan me-
trizabilan prostor X vrijedi indX = IndX = dimX.
Dokaz. Po Teoremu 4.2, vrijedi indX = IndX, a po Lemi 4.18, dimX ≤
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indX. Prema tome, dovoljno je pokazati da je indX ≤ dimX. Po Teoremu
kompaktifikacije (Teorem 4.16), postoji kompaktifikacija (X˜, i) od X takva
da je dimX˜ ≤ dimX. Iz Leme 4.20 slijedi indX˜ ≤ dimX˜. Po Teoremu o
potprostoru (Teorem 1.6) je ind(i(X)) ≤ indX˜, a kako je mala induktivna
dimenzija topolosˇka invarijanata u klasi regularnih prostora (Teorem 1.4), to
je indX = ind(i(X)). Dakle, vrijedi
indX = ind(i(X)) ≤ indX˜ ≤ dimX˜ = dimX.
Iz toga slijedi IndX = indX = dimX.
4.4 Relacije izmedu velike induktivne dimen-
zije i dimenzije pokrivanja
U ovom odjeljku dokazat c´emo da, za svaki normalan prostor X, vrijedi
dimX ≤ IndX, te da se u klasi metrizabilnih prostora podudaraju velika
induktivna dimenzija i dimenzija pokrivanja.
Lema 4.22 Neka je X normalan prostor i n ∈ N0. Ako, za svaki par disjun-
ktnih zatvorenih podskupova A,B prostora X, postoji separator L izmedu A
i B takav da je dimL ≤ n− 1, onda je dimX ≤ n.
Dokaz. Neka je (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora
X. Po Lemi 3.10, (Ui, i ∈ {1, . . . , k}) ima zatvoreno umanjenje (Fi, i ∈
{1, . . . , k}). Po pretpostavci, za svaki i ∈ {1, . . . , k}, postoji separator Li
izmedu Fi i X \Ui, takav da je dimLi ≤ n− 1. Za svaki i ∈ {1, . . . , k}, neka
su Wi,W
′
i ⊆ X otvoreni skupovi u X takvi da vrijedi Fi ⊆ Wi, X \Ui ⊆ W ′i ,
Wi ∩W ′i = ∅ i X \ Li = Wi ∩W ′i . Tada je, po Napomeni 1.11, FrWi ⊆ Li.
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Nadalje, Fi ⊆ Wi ⊆ X \W ′i ⊆ Ui. Kako je L :=
k⋃
i=1
Li zatvoren potpros-
tor od X, to je L normalan prostor. Nadalje, za zatvorene skupove Li u
L vrijedi dimLi ≤ n − 1, za svaki i ∈ {1, . . . , k}, pa, po Teoremu sume za
dimenziju pokrivanja 3.22, vrijedi dimL ≤ n−1. Neka je (Gi, i ∈ {1, . . . , k})
zatvoreno umanjenje otvorenog pokrivacˇa (L ∩ Ui, i ∈ {1, . . . , k}) prostora
L reda manjeg ili jednakog n − 1. Kako je L zatvoren u X i Gi zatvo-
ren u L, to je Gi zatvoren u X, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Po Teoremu
3.11, postoji uvec´anje (V ′i , i ∈ {1, . . . , k}) familije (Gi, i ∈ {1, . . . , k}) ,
tako da vrijedi Gi ⊆ V ′i ⊆ ClV ′i ⊆ Ui , za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Vri-
jedi ord(V ′i , i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n − 1. Ponovo koristec´i Teorem 3.11, dola-
zimo do familije (Vi, i ∈ {1, . . . , k}) otvorenih podskupova Vi ⊆ X, tako
da vrijedi Gi ⊆ Vi ⊆ ClVi ⊆ V ′i ⊆ Ui, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. Kako je
ord(V ′i , i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n − 1 i ord(Gi, i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n − 1, to je
ord(Vi, i ∈ {1, . . . , k}) ≤ n− 1. Neka je V :=
k⋃
i=1
Vi. Tada vrijedi
L =
k⋃
i=1
Gi ⊆
k⋃
i=1
Vi = V.
Za svaki i ∈ {1, . . . , k}, definirajmo Zi := ClWi \ (V ∪
i−1⋃
j=1
Wj). Fami-
lija (ClV1, . . . , ClVk, Z1, . . . , Zk) je zatvoreno profinjenje pokrivacˇa (Ui, i ∈
{1, . . . , k}). Doista, neka je x ∈ X proizvoljan. Ako je x ∈ V , onda postoji
i ∈ {1, . . . , k} takav da je x ∈ Vi ⊆ ClVi. Pretpostavimo da je x /∈ V . Neka
je i(x) := min{i ∈ {1, . . . , k} : x ∈ Wi}. Takav i(x) sigurno postoji jer je
(Fi, i ∈ {1, . . . , k}) pokrivacˇ prostora X i Fi ⊆ Wi, za svaki i ∈ {1, . . . , k}.
Tada vrijedi x ∈ Wi(x) ⊆ ClWi(x), te x /∈ Wj, za svaki j < i(x). Iz defi-
nicije Zi(x), slijedi x ∈ Zi(x). Nadalje, za proizvoljan i ∈ {1, . . . , k} vrijedi
ClVi ⊆ Ui, te
Zi = ClWi\(V ∪
i−1⋃
j=1
Wj) ⊆ ClWi\V ⊆ ClWi\L ⊆ ClWi\Li ⊆ ClWi\FrWi =
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IntWi = Wi ⊆ Ui. Dokazˇimo josˇ da je ord(ClV1, . . . , ClVk, Z1, . . . , Zk) ≤ n.
Za svaki i, j ∈ {1, . . . , k}, takav da je j < i vrijedi
Zj ∩Zi ⊆ ClWj ∩ (ClWi \ (V ∪Wj)) ⊆ ClWj ∩ClWi ∩ (X \V )∩ (X \Wj) =
ClWi ∩ FrWj ∩ (X \ V ) ⊆ FrWj \ V = ∅.
Neka su Y1, . . . , Yn+2 medusobno razlicˇiti cˇlanovi pokrivacˇa (ClV1, . . . , ClVk, Z1, . . . , Zk).
Ako postoje i, j ∈ {1, . . . , n + 2} takvi da je Yi = Zi′ i Yj = Zj′ , za
neke i′, j′ ∈ {1, . . . , k} onda je Y1 ∩ · · · ∩ Yn+2 ⊆ Yi ∩ Yj = ∅. Zato,
bez gubitka opc´enitosti, pretpostavimo da postoje i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , k}
takvi da vrijedi Y1 = ClVi1 , . . . , Yn+1 = ClVin+1 . Kako je ord(ClVi, i ∈
{1, . . . , k}) ≤ n − 1, to je Y1 ∩ · · · ∩ Yn+2 ⊆ Y1 ∩ · · · ∩ Yn+1 = ∅. Dakle,
ord(ClV1, . . . , ClVk, Z1, . . . , Zk) ≤ n. Iz Propozicije 3.12 slijedi dimX ≤ n.
Teorem 4.23 Za svaki normalan prostor X vrijedi dimX ≤ IndX.
Dokaz. Neka je X normalan prostor. Ako je IndX = ∞, tvrdnja ocˇito
vrijedi. Pa, pretpostavimo da je IndX = n ∈ N ∪ {−1, 0}. U ovom slucˇaju
dokaz provodimo indukcijom po n = IndX. Pretpostavimo da je IndX =
−1. Tada je X = ∅, pa je dimX = −1 ≤ IndX. Pretpostavimo da, za svaki
normalan prostor Y velike induktivne dimenzije strogo manje od n ≥ 0,
vrijedi dimY ≤ IndY , te neka je IndX = n. Po Teoremu 2.6, za svaki
par disjunktnih zatvorenih podskupova A,B prostora X, postoji separator
L izmedu A i B takav da je IndL ≤ n− 1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi
dimL ≤ IndL ≤ n− 1. Iz prethodne leme slijedi dimX ≤ n = IndX.
Definicija 4.24 Neka je W = (Wλ, λ ∈ Λ) pokrivacˇ topolosˇkog prostora X.
Za svaki λ0 ∈ Λ, zvijezda skupa Wλ0 s obzirom na pokrivacˇ W, u oznaci
St(Wλ0 ,W) , je skup
⋃{Wλ : λ ∈ Λ,Wλ ∩Wλ0 6= ∅}.
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Lema 4.25 Neka je X normalan prostor , n ∈ N∪{−1, 0} i (Wi = (W iλ, λ ∈
Λi))i∈N niz otvorenih pokrivacˇa prostora X tako da vrijedi:
(i) ordWi ≤ n, za svaki i ∈ N.
(ii) Wi+1 je profinjenje od Wi, za svaki i ∈ N.
(iii) Za svaku tocˇku x ∈ X, mnozˇina {St(W iλ,Wi) : λ ∈ Λi, x ∈ W iλ, i ∈ N}
je lokalna baza prostora X u tocˇki x.
Tada je dimX ≤ n.
Dokaz. Bez gubitka opc´enitosti pretpostavimo da su, za svaki i ∈ N cˇlanovi
pokrivacˇa Wi medusobno razlicˇiti.
Neka je i ∈ N proizvoljan. Kako je Wi+1 profinjenje od Wi, to, za svaki
W i+1λ , postoji W
i
µi(λ)
takav da je W i+1λ ⊆ W iµi(λ). Definirajmo preslikavanje
f i+1i : {W i+1λ , λ ∈ Λi+1} → {W iλ, λ ∈ Λi}
f i+1i (W
i+1
λ ) = W
i
µi(λ)
.
Tada je ocˇito W i+1λ ⊆ f(W i+1λ ), za svaki λ ∈ Λi+1 Nadalje, za svaki k ∈
N, k > i, neka je fki = {W kλ , λ ∈ Λk} → {W iλ, λ ∈ Λi},
fki = f
i+1
i ◦ f i+2i+1 ◦ · · · ◦ fkk−1
i f ii = id{W iλ,λ∈Λi}. Vrijedi :
W kλ ⊆ fkk−1(W kλ ) = W k−1µk−1(λ) ⊆
⊆ fk−1k−2 (W k−1µk−1(λ)) = W k−2µk−2(µk−1(λ)) ⊆ · · · ⊆
⊆ f i+2i+1 (W i+2µi+2(...(µk−1(λ))... )) = W i+1µi+1(...(µk−1(λ))... ) ⊆
⊆ f i+1i (W i+1µi+1(...(µk−1(λ))... )) = f i+1i (f i+2i+1 (. . . (fkk−1(W kλ )) . . . )) = fki (W kλ ), za
svaki λ ∈ Λk i i ≤ k.
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Neka je (Hj, j ∈ {1, . . . , l}) konacˇan otvoren pokrivacˇ prostora X. Za
svaki k ∈ N, definirajmo
Xk :=
⋃
{W kλ : (∃j ∈ {1, . . . , l}) St(W kλ ,Wk) ⊆ Hj}
Dokazˇimo da je (Xk, k ∈ N) otvoren pokrivacˇ prostora X. Neka je k ∈ N
proizvoljan. Xk ⊆ X je otvoren kao unija otvorenih skupova.
Nadalje, za x ∈ X, po volji odabran postoji j ∈ {1, . . . , l} takav da je x ∈ Hj,
jer je (Hj, j ∈ {1, . . . , l}) pokrivacˇ prostora X. Po pretpostavci je mnozˇina
{St(W iλ,Wi) : λ ∈ Λi, x ∈ W iλ, i ∈ N} lokalna baza prostora X u tocˇki x,
pa postoji k ∈ N takav da je x ∈ St(W kλ ,Wk) ⊆ Hj. Iz definicije Xk slijedi
x ∈ Xk, pa je (Xk, k ∈ N) otvoren pokrivacˇ prostora X.
Za svaki k ∈ N, definirajmo
Uk := {W kλ : λ ∈ Λ,W kλ ∩Xk 6= ∅}
i
Vk := {V ∈ Uk : V ∩ (
⋃
j<k
Xj) = ∅}.
Za svaki U ∈ Uk, neka je i(U) najmanji prirodan broj manji ili jednak k takav
da je fki (U)∩Xk 6= ∅. Takav sigurno postoji jer je fkk (U)∩Xk = U ∩Xk 6= ∅.
Dokazˇimo da vrijedi:
fki(U)(U) ∈ Vi(U).
Skup fki(U)(U) je cˇlan pokrivacˇa Wi(U). Nadalje, iz definicije od i(U) slijedi
da je fki(U)(U) ∩Xk 6= ∅ i fki(U)(U) ∩ (
⋃
j<k
Xj) = ∅, pa je fki(U)(U) ∈ Vi(U), po
definiciji od Vi(U).
Za svaki i ∈ N i V ∈ Vi, neka je
V ∗ :=
∞⋃
k=i
⋃
{U ∩Xk : U ∈ Uk, fki (U) = V i i(U) = i}.
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Neka su i ∈ N i V ∈ Vi proizvoljni. Kako je V ∩Xi 6= ∅ (jer je V ∈ Ui) to,
po definiciji od Xi, postoji cˇlan W
i
λ pokrivacˇa Wi takav da je V ∩W iλ 6= ∅
i j(V ) ∈ {1, . . . , l} takav da je St(W iλ,Wi) ⊆ Hj(V ). Nadalje, buduc´i da je
V ∩W iλ 6= ∅ i V cˇlan pokrivacˇa Wi, to je V ⊆ St(W iλ,Wi).
Nadalje, vrijedi V ∗ ⊆ V jer, za svaki U ∈ Uk, je, po prije dokazanom,
U ∩Xk ⊆ U ⊆ fki (U) = V . Odavde slijedi da je V ∗ ⊆ Hj(V ).
Kako je Vi ∩ Vj = ∅, cˇim je i 6= j, to su, za svaki V ∈ V :=
⋃
i∈N
Vi, dobro
definirani V ∗ i j(V ).
Dokazˇimo da je (V ∗, V ∈ V) pokrivacˇ prostora X.
Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka. Kako je (Xk, k ∈ N) pokrivacˇ prostora X,
to postoji najmanji prirodni broj k ∈ N takav da je
x ∈ Xk \ (
⋃
j<k
Xj).
Buduc´i da je Wk pokrivacˇ prostora X, postoji cˇlan W kλ od Wk takav da je
x ∈ W kλ . Kako je x ∈ W kλ ∩Xk 6= ∅, to je W kλ ∈ Uk. Sada je x ∈ U ∩Xk ⊆
(fki(U)(U))
∗, pa je (V ∗, V ∈ V) pokrivacˇ prostora X.
Pretpostavimo da su V1, . . . , Vh ∈ V medusobno razlicˇiti elementi od V takvi
da vrijedi Vi ∈ Vmi , za mi ∈ N, i ∈ {1, . . . , h}, i V ∗1 ∩ · · ·∩V ∗h 6= ∅. Dokazˇimo
da je h ≤ n. Neka je x ∈ V ∗1 ∩ · · · ∩ V ∗h i k ∈ N takav da je
x ∈ Xk \ (
⋃
j<k
Xj).
Iz definicije Vmi i cˇinjenice da je V ∗mi ⊆ Vmi , za svaki i = 1, . . . , h, slijedi da
je mi ≤ k, za svaki i = 1, . . . , h. Naime, za proizvoljan i ∈ {1, . . . , h}, buduc´i
da je V ∗mi ⊆ Vmi , to je x ∈ Vmi . Kako je Vmi ∈ Vmi , to je V ∩
( ⋃
j<mi
Xj
)
= ∅.
Buduc´i da vrijedi x ∈ V ∩ Xk, zakljucˇujemo da je mi ≤ k. Iz definicije
V ∗i slijedi da postoji skup Ui ∈ Uki takav da je fkimi(Ui) = Vi, i(Ui) = mi i
x ∈ Ui ∩Xki . Kako je x ∈ Xki i x ∈ Xk \ (
⋃
j<k
Xj), to je k ≤ ki.
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Skupovi Wi := f
ki
k (Ui), i ∈ {1, . . . , h} sadrzˇe tocˇku x. Naime, po prije doka-
zanom, vrijedi x ∈ Ui ⊆ fkik (Ui) = Wi. Nadalje, Wi je, ocˇito, cˇlan od Wk, za
svaki i = 1, . . . , h. Kako je ordWk ≤ n, da bi pokazali da je h ≤ n, dovoljno
je pokazati da je Wi 6= Wj, kad god je i 6= j, gdje su i, j ∈ {1, . . . , k}.
Primjetimo da je Wi ∈ Uk jer je x ∈ Wi ∩ Xk 6= ∅. Dokazˇimo da je
i(Wi) = i(Ui). Kako je ki ≥ k, to je Wki profinjenje od Wk. Nadalje vrijedi
Xki ⊆ Xk. Naime, za proizvoljan cˇlan W kiλ pokrivacˇa Wki , postoji cˇlan W kµ
pokrivacˇa Wk takav da je W kiλ ⊆ W kµ . Sada je St(W kiλ ,Wki) ⊆ St(W kµ ,Wk)
jer, za svaki λ′ ∈ Λki takav da je W kiλ ∩W kiλ′ 6= ∅, postoji µ′ ∈ Λk takav da je
W kiλ′ ⊆ W kµ′ i vrijedi W kµ′ ∩W kµ ⊇ W kiλ′ ∩W kiλ 6= ∅.
Sada je:
fki(Ui)(Wi)∩Xk = fki(Ui)(fkik (Ui))∩Xk = fkii(Ui)(Ui)∩Xk ⊆ fkii(Ui)(Ui)∩Xki 6= ∅,
pa zakljucˇujemo da je i(Wi) ≤ i(Ui).
Nadalje, vrijedi
x ∈ Wi ∩Xki ⊆ fki(Wi)(Wi) ∩Xki = fki(Wi)(fkik (Ui)) ∩Xki = fkii(Wi)(Ui) ∩Xki .
Dakle, fkii(Wi)(Ui) ∩Xki 6= ∅. Odavde slijedi i(Ui) ≤ i(Wi), odnosno i(Wi) =
i(Ui) = mi. Cˇim je i(Wi) = mi 6= mj = i(Wj), za i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j,
vrijedi Wi 6= Wj. Ako su i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j, takvi da je mi = mj onda je
fkmi(Wi) = f
k
mi
(fkik (Ui)) = f
ki
mi
(Ui) = Vi 6= Vj = fkjmj(Uj) = fkmj(f
kj
k (Uj)) = f
k
mj
(Wj) = f
k
mi
(Wj),
pa je i u ovom slucˇaju Wi 6= Wj.
Time smo dokazali da je Wi 6= Wj, kad god je i 6= j, gdje su i, j ∈ {1, . . . , k},
a time i da je h ≤ n.
Da bi dokazali da je dimX ≤ n, dovoljno je dokazati da je familija (Vj :=⋃{V ∗ : V ∈ V i j(V ) = j}, j ∈ {1, . . . , l}) umanjenje pokrivacˇa (Hj, j ∈
{1, . . . , l}) reda ord(Vj, j ∈ {1, . . . , l}) ≤ n. Vec´ smo dokazali da je V ∗ ⊆
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Hj(V ), pa je Vj ⊆ Hj, za svaki j ∈ {1, . . . , l}. Dakle, preostaje nam dokazati
da je (Vj, j ∈ {1, . . . , l}) pokrivacˇ prostora X i ord(Vj, j ∈ {1, . . . , l}) ≤ n.
Kako je (V ∗, V ∈ V) pokrivacˇ prostora X to je ocˇito i (Vj, j ∈ {1, . . . , l})
pokrivacˇ prostora X. Neka su Vj1 , . . . , Vjh medusobno razlicˇiti cˇlanovi po-
krivacˇa (Vj, j ∈ {1, . . . , l}) takvi da je Vj1 ∩ · · · ∩ Vjh 6= ∅. Tada postoje
medusobno razlicˇiti V
′
j1
, . . . , V
′
jh
∈ V takvi da je (V ′j1)∗ ∩ · · · ∩ (V
′
jh
)∗ 6= ∅ i
j(V
′
j1
) = j1, . . . , j(V
′
jh
) = jh. Iz prije dokazanog slijedi h ≤ n. Odavde slijedi
ord(Vj, j ∈ {1, . . . , l}) ≤ n, odnosno dimX ≤ n.
Propozicija 4.26 Neka je X metrizabilan prostor. Tada su sljedec´e tvrdnje
ekvivalentne:
(i) dimX ≤ n
(ii) Za svaku metriku d koja metrizira toplogiju na X, postoji niz (Ui =
(U iλ, λ ∈ Λi))i∈N lokalno konacˇnih otvorenih pokrivacˇa prostora X tako
da, za svaki i ∈ N vrijedi meshUi < 1i , ordUi ≤ n i, za svaki λ ∈ Λi+1,
postoji µ ∈ Λi takav da je ClU i+1λ ⊆ U iµ.
(iii) Postoji metrika d koja metrizira toplogiju na X, te postoji niz (Wi)i∈N
otvorenih pokrivacˇa prostora X tako da, za svaki i ∈ N vrijedi meshWi <
1
i
, ordWi ≤ n i Wi+1 je profinjenje od Wi.
Dokaz. (i)⇒ (ii) Neka je dimX ≤ n i d proizvoljna metrika koja metrizira
toplogiju na X. Induktivno c´emo definirati niz (Ui = (U iλ, λ ∈ Λi))i∈N lokalno
konacˇnih otvorenih pokrivacˇa prostora X tako da, za svaki i ∈ N, vrijedi
meshUi < 1i , ordUi ≤ n i, za svaki λ ∈ Λi+1, postoji µ ∈ Λi takav da je
ClU i+1λ ⊆ U iµ. Familija (B(x, 13), x ∈ X) je otvoren pokrivacˇ prostora X za
koji vrijedi mesh(B(x, 1
3
), x ∈ X) < 1. Po Propoziciji 3.13, (B(x, 1
3
), x ∈
X) ima otvoreno profinjenje U1 reda manjeg ili jednakog n. Ocˇito vrijedi
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meshU1 < 1. Pretpostavimo da smo definirali lokalno konacˇne otvorene
pokrivacˇe Ui prostora X, za svaki i ≤ k > 1. Za proizvoljnu tocˇku x ∈ X,
postoji cˇlan U pokrivacˇa Uk−1 takav da je x ∈ U . Kako je svaki metricˇki
prostor regularan, to postoji okolina Ux tocˇke x takva da je ClUx ⊆ U .
Familija (Ux ∩ B(x, 13k ), x ∈ X) je otvoren pokrivacˇ prostora X, za koji
vrijedi mesh(Ux ∩B(x, 13k ), x ∈ X) < 1k . Po Propoziciji 3.13, pokrivacˇ (Ux ∩
B(x, 1
3k
), x ∈ X) ima otvoreno profinjenje Uk reda manjeg ili jednakog n.
Ocˇito je meshUk < 1k . Nadalje, za svaki cˇlan V pokrivacˇa Uk postoji cˇlan
Ux∩B(x, 13k ) pokrivacˇa (Ux∩B(x, 13k ), x ∈ X) takav da je V ⊆ Ux∩B(x, 13k ).
Odavde slijedi da je ClV ⊆ Cl(Ux ∩B(x, 13k )) ⊆ ClUx ⊆ U . Time je tvrdnja
(ii) dokazana.
(ii)⇒ (iii) Ocˇito.
(iii)⇒ (i) Pretpostavimo da postoje metrika d koja metrizira toplogiju na
X i niz (Wi = (W iλ, λ ∈ Λi))i∈N otvorenih pokrivacˇa prostora X, tako da ,za
svaki i ∈ N, vrijedi meshWi < 1i , ordWi ≤ n i Wi+1 je profinjenje od Wi, za
svaki i ∈ N. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i  > 0 po volji odabran. Neka
je i ∈ N takav da je i > 2

. Kako je Wi pokrivacˇ prostora X, to postoji cˇlan
W iλ, pokrivacˇaWi, takav da je x ∈ W iλ. Za proizvoljnu tocˇku y ∈ St(W iλ,Wi),
postoji cˇlanov W iλ′ pokrivacˇa Wi takav da je y ∈ W iλ′ i W iλ ∩W iλ′ 6= ∅. Neka
je z ∈ W iλ∩W iλ′ . Sada je d(x, y) ≤ d(x, z) +d(z, y) < 2meshWi < . Odavde
slijedi da je St(W iλ,Wi) ⊆ B(x, ). Dakle,{St(W iλ,Wi) : λ ∈ Λi, x ∈ W iλ, i ∈
N} je lokalna baza u tocˇki x. Iz pretohodne leme slijedi da je dimX ≤ n.
U dokazu Teorema Kateˇtova i Morite koristit c´emo Urysohnov teorem.
Prisjetimo se:
Teorem 4.27 Neka je X T1 prostor. Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne.
(i) X je normalan.
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(ii) Za svaki par disjunktnih nepraznih zatvorenih podskupova A,B ⊆ X,
postoji neprekidna funkcija f : X → [0, 1] tako da je f(A) ⊆ {0} i
f(B) ⊆ {1}.
Teorem 4.28 (Teorem Kateˇtova i Morite) Neka je X metrizabilan pros-
tor. Tada je IndX = dimX.
Dokaz. Po Teoremu 4.23, vrijedi dimX ≤ IndX. Dakle, dovoljno je do-
kazati da vrijedi IndX ≤ dimX. Tvrdnja ocˇito vrijedi ako je dimX = ∞.
Zato, pretpostavimo da je dimX = n ∈ N ∪ {−1, 0}. U ovom slucˇaju, dokaz
provodimo indukcijom po n = dimX. Ako je n = dimX = −1, onda je
X = ∅, pa je IndX = −1 ≤ dimX. Pretpostavimo da, za svaki metriza-
bilan prostor Y za koji je dimY < n ≥ 0, vrijedi IndY ≤ dimY , te neka
je dimX = n. Neka su A,B ⊆ X zatvoreni disjunktni podskupovi od X.
Definirat c´emo otvorene skupove K,M ⊆ X, i L = X \ (K ∪M), tako da
vrijedi
A ⊆ K, B ⊆M, K ∩M = ∅ i dimL ≤ n− 1.
Ako je A ili B prazan skup, onda su trazˇeni otvoreni skupovi X i ∅, pa
pretpostavimo da su A i B neprazni. Kako je X metrizabilan, to je X
normalan prostor, pa , po Urysonovom teoremu, postoji neprekidna funkcija
f : X → [0, 1] tako da je f(A) ⊆ {0} i f(B) ⊆ {1}. Neka je d′ proizvoljna
metrika koja metrizira topologiju na X. Definirajmo d : X ×X → R s
d(x, y) = d′(x, y) + |f(x)− f(y)|, za x, y ∈ X.
Tada je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Doista, za svaki x, y ∈ X
je d(x, y) = d′(x, y)+ |f(x)−f(y)| ≥ 0, te d(x, y) = d′(x, y)+ |f(x)−f(y)| =
d′(y, x) + |f(y) − f(x)| = d(y, x). Nadalje, ako je 0 = d(x, y) = d′(x, y) +
|f(x)−f(y)|, onda je x = y, te d(x, x) = d′(x, x)+|f(x)−f(x)| = 0. Takoder,
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vrijedi d(x, z) = d′(x, z) + |f(x)− f(z)| ≤ d′(x, y) + |f(x)− f(y)|+ d′(y, z) +
|f(y) − f(z)| = d(x, y) + d(y, z), za svaki x, y, z ∈ X. Dakle, d je metrika.
Dokazˇimo josˇ da su d i d′ topolosˇki ekvivalentne metrike. Kako je d′(x, y) ≤
d(x, y), za svaki x, y ∈ X, to je 1dd′ = idX : (X, d) → (X, d′) (uniformno)
neprekidno preslikavanje. Dokazˇimo da je 1d′d = idX : (X, d
′) → (X, d)
neprekidno preslikavanje. Neka je x ∈ X proizvoljna tocˇka i  > 0 po volji
odabaran. Kako je f neprekidna funkcija, to postoji δ′ > 0 takav da vrijedi
d′(x, y) < δ′ ⇒ |f(x)− f(y)| < 
2
, za svaki y ∈ X
Neka je δ := min{ 
2
, δ′}. Tada , za svaki y ∈ X, vrijedi
d′(x, y) < δ ⇒ d′(x, y) + |f(x)− f(y)| < 
2
+

2
= .
Dakle, d i d′ su toplosˇki ekvivalentne metrike, pa d metrizira pocˇetnu toplo-
giju na X. Od sada c´emo promatrati samo metriku d na X. Po Propoziciji
4.26, postoji niz (Ui = (U iλ, λ ∈ Λi))i∈N lokalno konacˇnih otvorenih pokrivacˇa
prostora X, takvih da , za svaki i ∈ N, vrijedi meshUi < 1i , ordUi ≤ n, te za
svaki λ ∈ Λi+1, postoji µ ∈ Λi takav da je ClU i+1λ ⊆ U iµ.
Neka je K0 := A, M0 := B, te za svaki i ∈ N, neka su Ki := X \ Hi i
Mi := X \Gi, gdje su
Gi :=
⋃
{U iλ : λ ∈ Λi, ClU iλ ∩Mi−1 = ∅}
i
Hi :=
⋃
{U iλ : λ ∈ Λi, ClU iλ ∩Mi−1 6= ∅}.
Primjetimo da je, za svaki i ∈ N i za svaki λ ∈ Λi, U iλ ⊆ Gi ili U iλ ⊆ Hi.
Ako je ClU iλ ∩Mi−1 6= ∅, onda je ClU iλ ∩Ki−1 = ∅, za svaki λ ∈ Λi. (4.3)
Doista, za i = 1, kada bi ClU1λ∩M0 = ClU1λ∩B 6= ∅ i ClU1λ∩K0 = ClU1λ∩A 6=
∅,za neki λ ∈ Λ1, onda bi postojali x ∈ A ∩ ClU1λ i y ∈ ClU1λ ∩ B. Odavde
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bi slijedilo f(x) = 0 i f(y) = 1, pa bi diamU1λ = diamClU
1
λ ≥ d(x, y) ≥
|f(x) − f(y)| = 1, a to je u kontradikciji s diamU1λ ≤ meshU1 < 1. Neka je
i ∈ N, i > 1 i λ ∈ Λi, takav da je ClU iλ ∩Mi−1 6= ∅. Tada za svaki µ ∈ Λi−1,
za koji je ClU iλ ⊆ U i−1µ , vrijedi U i−1µ ∩Mi−1 6= ∅. Iz definicije Gi−1, slijedi
U i−1µ * Gi−1, pa je U i−1µ ⊆ Hi−1. Odavde slijedi ClU iλ ⊆ U i−1µ ⊆ Hi−1 =
X \Ki−1, pa je ClU iλ ∩Ki−1 = ∅.
Vrijedi ClGi ∩ Mi−1 = ∅ = ClHi ∩ Ki1 , za svaki i ∈ N. Neka je i ∈ N
proizvoljan. Po Lemi 3.14, vrijedi ClGi =
⋃{ClU iλ : λ ∈ Λi, ClU iλ ∩Mi−1 =
∅} i ClHi
⋃{ClU iλ : λ ∈ Λi, ClU iλ ∩Mi−1 6= ∅}. Dakle, ClGi ∩Mi−1 = ∅. Iz
4.3 slijedi ClGi ∩Ki−1 = ∅.
Odavde slijedi Ki−1 ⊆ X \ ClHi = X \ Cl(X \ Ki) = IntKi i Mi−1 ⊆
X \ ClGi = X \ Cl(X \ Mi) = IntMi, za svaki i ∈ N. Nadalje, kako je
Gi ∪ Hi = X, to je Ki ∩Mi = (X \ Hi) ∩ (X \ Hi) = X \ (Hi ∪ Gi) = ∅.
Definirajmo K :=
⋃
i∈N0
Ki i M :=
⋃
i∈N0
Mi. Vrijedi A = K0 ⊆
⋃
i∈N0
Ki = K
i B = M0 ⊆
⋃
i∈N0
Mi = M . Nadalje, K,M ⊆ X su otvoreni. Doista,
kako je K0 ⊆ IntK1 ⊆ K1, to je IntK = Int(
⋃
i∈N0
Ki) ⊇
⋃
i∈N0
IntKi ⊇⋃
i∈N0
Ki+1 =
⋃
i∈N
Ki =
⋃
i∈N0
Ki = K. Analogno, kako je M0 ⊆ IntM1 ⊆ M1, to
je IntM = Int(
⋃
i∈N0
Mi) ⊇
⋃
i∈N0
IntMi ⊇
⋃
i∈N0
Mi+1 =
⋃
i∈N
Mi =
⋃
i∈N0
Mi = M .
Skupovi K i M su disjunktni. Naime, kada bi postojao x ∈ K ∩M , onda
bi postojali i, j ∈ N0 takvi da je x ∈ Ki ∩Mj. Kako je Mj ⊆ Mmax{i,j} i
Ki ⊆ Kmax{i,j}, to bi vrijedilo x ∈ Ki ∩Mj ⊆ Kmax{i,j} ∩Mmax{i,j} = ∅.
Neka je Li := X \ (Ki ∪Mi) = Gi ∩Hi, za svaki i ∈ N i L := X \ (K ∪M) =
X\(( ⋃
i∈N0
Ki)∪(
⋃
i∈N0
Mi)) = X\(
⋃
i∈N0
(Ki∪Mi)) =
⋂
i∈N0
(X\(Ki∪Mi)) =
⋂
i∈N0
Li.
Familija Wi := (U iλ ∩ L : λ ∈ Λi, ClU iλ ∩ Mi−1 6= ∅) je otvoreni pokrivacˇ
prostora L, za svaki i ∈ N. Nadalje, vrijedi ordWi ≤ n− 1. Naime, neka su
U iλ1∩L, . . . , U iλn+1∩L, medusobno razlicˇiti, takvi da vrijedi ClU iλj∩Mi−1 6= ∅.
Pretpostavimo da postoji x ∈ U iλ1 ∩ L ∩ · · · ∩ U iλn+1 ∩ L. Tada je x ∈ L ⊆
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Li ⊆ Gi, pa postoji λ ∈ Λi takav da je x ∈ U iλ i ClU iλ ∩Mi−1 = ∅. Kako
je ordUi ≤ n, to postoji j ∈ {1, . . . , n + 1}, takav da je U iλ = U iλj . Dakle,
ClU iλ ∩Mi−1 = ClU iλj ∩Mi−1 6= ∅, sˇto je u kontradikciji s ClU iλ ∩Mi−1 = ∅.
Zakljucˇujemo da je ordWi ≤ n− 1.
Dokazˇimo daWi+1 profinjujeWi, za svaki i ∈ N0. Neka je i ∈ N0 proizvoljan.
Neka je U i+1λ ∩ L proizvoljan cˇlan pokrivacˇa Wi+1. Tada postoji cˇlan U iµ
pokrivacˇa Ui, takav da je ClU i+1λ ⊆ U iµ. Kako je ClU i+1λ ∩ Mi 6= ∅, to
vrijedi U iµ ∩ Mi 6= ∅. Odavde slijedi U iµ * Gi, pa je U iµ ⊆ Hi. Odavde
slijedi ClU i ∩Mi−1 6= ∅, odnosno U iµ ∩ L je cˇlan pokrivacˇa Wi. Ocˇito vrijedi
U i+1λ ∩ L ⊆ U iµ ∩ L. Dakle, Wi+1 je profinjenje od Wi, za svaki i ∈ N0.
Iz Propozicije 4.26 slijedi dimL ≤ n − 1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi
IndL ≤ dimL ≤ n− 1. Iz Teorema 2.6 slijedi IndX ≤ n = dimX. Time je
dokazano da vrijedi IndX = dimX.
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Osnovni teorem teorije
dimenzije
U ovom poglavlju c´emo dokazati da je dimenzija euklidskog prostora Rn
jednaka n, bilo da se radi o velikoj ili maloj induktivnoj dimenziji, ili dimenziji
pokrivanja.
Teorem 5.1 Neka je X separabilan metrizabilan prostor i n ∈ N0.
Vrijedi indX ≤ n ako i samo ako, za svaki konacˇan niz ((Ai, Bi))i∈{1,...,n+1},
n + 1 parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X , postoje zatvoreni
skupovi L1, . . . , Ln+1 ⊆ X, tako da Li separira skupove Ai i Bi, za svaki
i ∈ {1, . . . , n+ 1}, te vrijedi
n+1⋂
i=1
Li = ∅.
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi indX ≤ n i neka je ((Ai, Bi))i∈{1,...,n+1}
konacˇan niz n+ 1 parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Za svaki
i ∈ {1, . . . , n + 1}, definirat c´emo separator Li skupova Ai i Bi, tako da
vrijedi ind(L1 ∩ · · · ∩ Li) ≤ n − i. Neka je i = 1. Po Prvom Teoremu
separacije, postoji separator L1 izmedu A1 i B1 takav da je indL1 ≤ n − 1.
Pretpostavimo da smo definirali separator Lk izmedu Ak i Bk, takav da vrijedi
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ind(L1 ∩ · · · ∩ Lk) ≤ n − k, za svaki k ∈ N, k < i > 1. Kako za separabilan
potprostor L1∩· · ·∩Li−1 prostora X vrijedi ind(L1∩· · ·∩Li−1) ≤ n−(i−1),
to, po Drugom teoremu separacije, postoji separator Li izmedu Ai i Bi, takav
da vrijedi ind((L1 ∩ · · · ∩Li−1)∩Li) ≤ n− (i− 1)− 1 = n− i. Za i = n+ 1,
vrijedi ind(
n+1⋂
j=1
Lj) ≤ n− (n+ 1) = −1. Odavde slijedi da je
n+1⋂
j=1
Lj = ∅.
Obratno, pretpostavimo da za svaki konacˇan niz ((Ai, Bi))i∈{1,...,n+1}, n+1
parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X , postoje zatvoreni sku-
povi L1, . . . , Ln+1 ⊆ X, tako da Li separira skupove Ai i Bi, za svaki
i ∈ {1, . . . , n + 1}, te vrijedi
n+1⋂
i=1
Li = ∅. Tvrdimo da je indX ≤ n. Do-
kazat c´emo da je dimX ≤ n, pa c´e , iz Teorema o jednakosti dimenzija,
slijediti indX ≤ n.
Neka je (Ui, i ∈ {1, . . . , n+2} otvoren pokrivacˇ prostora X s n+2 medusobno
razlicˇitih cˇlanova. Po Teoremu 3.10, (Ui, i ∈ {1, . . . , n + 2} ima zatvoreno
umanjenje (Bi, i ∈ {1, . . . , n + 2}. Za svaki i ∈ {1, . . . , n + 1}, neka je
Ai := X \ Ui. Konacˇan niz ((Ai, Bi))i∈{1,...,n+1}, se sastoji od n + 1 parova
disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Po pretpostavci teorema postoje
zatvoreni skupovi L1, . . . , Ln+1 ⊆ X, tako da Li separira skupove Ai i Bi, za
svaki i ∈ {1, . . . , n + 1}, te vrijedi
n+1⋂
i=1
Li = ∅. Za svaki i ∈ {1, . . . , n + 1},
neka su Vi,Wi ⊆ X otvoreni podskupovi od X, takvi da vrijedi
Ai ⊆ Vi, Bi ⊆ Wi, Vi ∩Wi = ∅ i X \ Li = Vi ∪Wi.
Primjetimo da vrijedi
(
n+1⋃
i=1
Vi) ∪ (
n+1⋃
i=1
Wi) =
n+1⋃
i=1
(Vi ∪Wi) =
n+1⋃
i=1
X \ Li = X \
n+1⋂
i=1
Li = X.
Definirajmo
Wn+2 := Un+2 ∩
(
n+1⋃
i=1
Vi
)
.
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Tvrdimo da je (Wi, i ∈ {1, . . . , n+ 2} otvoreno umanjenje pokrivacˇa (Ui, i ∈
{1, . . . , n+ 2}). Kako je Bn+2 ⊆ Un+2 i Bi ⊆ Wi, za svaki i ∈ {1, . . . , n+ 1},
to vrijedi
n+2⋃
i=1
Wi =
(
n+1⋃
i=1
Wi
)
∪
[
Un+2 ∩
(
n+1⋃
i=1
Vi
)]
=
[(
n+1⋃
i=1
Wi
)
∪ Un+2
]
∩
[(
n+1⋃
i=1
Wi
)
∪
(
n+1⋃
i=1
Vi
)]
⊇(
n+2⋃
i=1
Bi
)
∩X = X.
Dakle, (Wi, i ∈ {1, . . . , n+2}) je pokrivacˇ prostora X. Nadalje, Wi je otvoren
skup u X, za svaki i ∈ {1, . . . , n + 2}. Za svaki i ∈ {1, . . . , n + 1}, vrijedi
Wi ⊆ X \ Vi ⊆ X \ Ai = X \ (X \ Ui) = Ui. Ocˇito je Wn+2 ⊆ Un+2.
Dakle, (Wi, i ∈ {1, . . . , n + 2} je otvoreno umanjenje pokrivacˇa (Ui, i ∈
{1, . . . , n+ 2}). Nadalje, vrijedi
n+2⋂
i=1
Wi =
(
n+1⋂
i=1
Wi
)
∩
[
Un+2 ∩
(
n+1⋃
j=1
Vj
)]
⊆
(
n+1⋂
i=1
Wi
)
∩
(
n+1⋃
j=1
Vj
)
=
n+1⋃
j=1
[(
n+1⋂
i=1
Wi
)
∩ Vj
]
=
n+1⋃
j=1
(
n+1⋂
i=1
Wi ∩ Vj
)
⊆
n+1⋃
j=1
(Wj ∩ Vj) = ∅. Dakle, ord(Wi, i ∈ {1, . . . , n+ 2}) ≤
n. Iz Teorema 3.17 slijedi dimX ≤ n. Iz Teorema o jednakosti dimenzija
slijedi indX = dimX ≤ n.
Da bismo dokazali Osnovni teorem teorije dimenzije, koristit c´emo Bro-
uwerov teorem o fiksnoj tocˇki. Prisjetimo se:
Teorem 5.2 (Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki) Svaka neprekidna funk-
cija f : In → In, gdje je n−kocka In potprostor euklidksog prostora Rn, ima
fiksnu tocˇku.
Teorem 5.3 Za svaki i ∈ {1, . . . , n}, neka je Li separator podskupova Ai i
Bi n−kocke In definiranih s
Ai = {(x1, . . . , xn) ∈ In : xi = 0} i Bi = {(x1, . . . , xn) ∈ In : xi = 1}.
Tada je
n⋂
i=1
Li 6= ∅.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je
n⋂
i=1
Li = ∅. Po Lemi 3.11,
postoji otvoreno uvec´anje (Hi, i ∈ {1, . . . , n}) familije (Li, i ∈ {1, . . . , n}).
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Kako je
n⋂
i=1
Li = ∅, to je
n⋂
i=1
Hi = ∅. Za svaki i ∈ {1, . . . , n}, neka je Gi :=
Hi \ (Ai ∪Bi). Vrijedi
n⋂
i=1
Gi ⊆
n⋂
i=1
Hi = ∅. Za svaki i ∈ {1, . . . , n}, neka su
Ui, Vi ⊆ In otvoreni podskupovi od In, takvi da vrijedi
Ai ⊆ Ui, Bi ⊆ Vi, Ui ∩ Vi = ∅ i In \ Li = Ui ∪ Vi.
Za svaki i ∈ {1, . . . , n}, definirajmo
Ei := Ui \Gi i Fi := Wi \Gi.
Kako je Li ⊆ Hi i Li ∩ (Ai ∪Bi) = ∅, to je Li ⊆ Gi, za svaki i ∈ {1, . . . , n}.
Odavde slijedi da je Ei = (Ui ∪ Li) \ Gi i Ei = (Vi ∪ Li) \ Gi. Kako je
In \Ui = Li∪Vi i In \Vi = Li∪Ui, to su Ei i Fi zatvoreni podskupovi od In.
Nadalje, Ei ∩ Fi = (Ui \Gi) ∩ (Vi \Gi) = (Ui ∩ Vi) \Gi = ∅. Takoder vrijedi
Ei, Fi 6= ∅. Naime, u protivnom bi vrijedilo Ui = Gi ili Vi = Gi, a odatle bi
slijedilo da je skup Ui ili skup Vi otvoreno-zatvoren. Kako je Ui, Vi 6= ∅, In,
to bi bilo u kontradikciji s cˇinjenicom da je In povezan prostor. Dakle, Ei i
Fi su disjunktni zatvoreni neprazni podskupovi od I
n, pa, po Urysohnovom
teoremu, za svaki i ∈ {1, . . . , n} postoji neprekidna funkcija fi : In → I,
takva da vrijedi
fi(Ei) ⊆ {1} i fi(Fi) ⊆ {0}.
Nadalje, vrijedi In \ Gi = Ei ∪ Fi, za svaki i ∈ {1, . . . , n}. Neka je i ∈
{1, . . . , n} proizvoljan. Kako je Ei ∪ Fi = (Ui ∪ Vi) \ Gi, to je dovoljno
dokazati da ,za svaki x ∈ In takav da je x /∈ (Ui ∪ Vi), vrijedi x ∈ Gi.
Pa, neka je x ∈ In \ (Ui ∪ Vi). Tada je x ∈ In \ (Ui ∪ Vi) = Li ⊆ Hi i
x /∈ Ui ∪ Vi ⊇ Ai ∪Bi. Po definiciji od Gi, slijedi x ∈ Gi.
Definirajmo funkciju f : In → In s f(x) := (f1(x), . . . , fn(x)). Funkcije
f je neprekidna. Neka je x ∈ In proizvoljna tocˇka. Vrijedi In = In \(
n⋂
i=1
Gi
)
=
n⋃
i=1
In \ Gi =
n⋃
i=1
(Ei ∪ Fi). Dakle, postoji i ∈ {1, . . . , n}, takav
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da je x ∈ Ei ∪ Fi. Iz fi(Ei) ⊆ {1} i fi(Fi) ⊆ {0}, slijedi: ako je x ∈ Ei,
onda je fi(x) = 1, a ako je x ∈ Fi, onda je fi(x) = 0. Dakle, ako je x ∈ Ei,
onda je f(x) ∈ Bi ⊆ Fi, a ako je x ∈ Fi, onda je f(x) ∈ Ai ⊆ Ei. Kako
je Ei ∩ Fi = ∅, to je x 6= f(x), za svaki x ∈ In, sˇto je u kontradikciji s
Brouwerovim teoremom o fiksnoj tocˇki. Dakle,
n⋂
i=1
Li 6= ∅.
Teorem 5.4 Za svaki n ∈ N, vrijedi
indIn = IndIn = dimIn = n,
gdje je In n−kocka.
Dokaz. U Primjeru 1.7 smo dokazali da je indRn ≤ n, za svaki n ∈ N.
Po Teoremu o potprostoru za malu induktivnu dimenziju, vrijedi indIn ≤
indRn ≤ n. Po Teoremu o jednakosti dimenzija, dovoljno je dokazati da je
indIn ≥ n, za svaki n ∈ N. Pretpostavimo suprotno, tj neka je indIn ≤ n−1.
Za svaki i ∈ {1, . . . , n}, definirajmo
Ai = {(x1, . . . , xn) ∈ In : xi = 0} i Bi = {(x1, . . . , xn) ∈ In : xi = 1}.
Po Teoremu 5.1, za konacˇan niz ((Ai, Bi))i∈{1,...,n}, n parova disjunktnih za-
tvorenih podskupova od In , postoje zatvoreni skupovi L1, . . . , Ln ⊆ In, tako
da Li separira skupove Ai i Bi, za svaki i ∈ {1, . . . , n}, te vrijedi
n+1⋂
i=1
Li = ∅.
No, po prethodnom teoremu, je
n⋂
i=1
Li 6= ∅. Dakle, indIn  n − 1, pa je
indIn = n.
Teorem 5.5 (Osnovni teorem teorije dimenzije) Za svaki n ∈ N, vri-
jedi
indRn = IndRn = dimRn = n,
gdje je Rn euklidski prostor.
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Dokaz. U Primjeru 1.7 dokazali smo da je indRn ≤ n, za svaki n ∈ N. Kako
je indIn = n, za svaki n ∈ N, to je , po Teoremu o potprostoru za malu
induktivnu dimenziju, indR ≥ indIn = n. Dakle, indR = n, za svaki n ∈ N.
Po Teoremu o jednakosti dimenzija slijedi,
indRn = IndRn = dimRn = n,
za svaki n ∈ N.
Korolar 5.6 Za svaki n ∈ N, vrijedi
indSn = IndSn = dimSn = n,
gdje je Sn jedinicˇna sfera u euklidskom prostoru Rn+1.
Dokaz. Za proizvoljnu tocˇku x ∈ Sn, potprostor Sn \ {x} od Sn je home-
omorfan euklidskom prostoru Rn. Po Teoremu 1.4, je ind(Sn \ {x}) = n, pa
je, po Teoremu o potprostoru za malu induktivnu dimenziju, indSn ≥ n. U
Primjeru 1.7 smo dokazali da je indSn ≤ n, pa zakljucˇujemo da je indSn = n.
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